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Ovod

Tento text je studijnim materidlem k pfedmétu Matematické metody v dynamice tekutin (01MMDY)

vyuc¢ovanému na FJFI CVUT v Praze v prvnim roce navazujiciho magisterského studia studijniho
programu Matematické inZenyrstvi. V jeho prvni ¢asti je pfedstaveno odvozeni zdkonti zachovani
a obecné uloh pro parcidlni diferencidlni rovnice, které se pouzivaji k popisu proudéni tekutin, a
do znacné miry se prekryva s klasickymi kurzy mechaniky kontinua, ovsem s diirazem na studium
proudéni. Druhd ¢ést je pak vénovdna matematické analyze tilohy nestlacitelného proudéni. Velka
pozornost je vénovana vysvétleni vSech pouzivanych matematickych konceptti. Zavéretna cast je za-
meéfena vice prakticky. Obsahuje formulaci dloh a pfistupt v konkrétnich aplikacich. Ty zahrnuji i
komplexnéjsi jevy a procesy, v nichZ ma proudéni stéZejni dlohu. Studenti tak ziskdvaji pfehled o
riznych pfistupech vyuzivanych pfi matematickém modelovéni pfirodnich a pramyslovych procesti.
Predmét se vénuje néasledujicim témattim:

1. Formulace a stru¢né odvozeni zdkontd zachovéni v tekutiné (rovnice kontinuity, Navierovy-
Stokesovy rovnice, rovnice energie)

2. Eulerovy rovnice, okrajové podminky pro tilohy vazkého a nevazkého proudéni.
3. Nevifivé proudéni, potenciilové rovnice.

4. Zakladni kvalitativni vlastnosti Navierovych-Stokesovych rovnic - silnd a slaba feSeni, otazky
existence a jednoznacnosti ve staciondrnim a nestacionarnim piipadé.

5. Ulohy proudéni, formulace rovnic proudéni v niz$i dimenzi, okrajové podminky v nizsi di-
menzi.

6. Turbulentni proudéni a modelovéni turbulence, Reynoldsovo priimérovéani NS rovnic a filtro-
vani.

7. Termodynamika tekutin, pfestup tepla, radiace.
8. Reagujici viceslozkové proudéni, modelovani hoteni.
9. Vicefazové proudéni, fazové pfechody.

10. Bezrozmeérn4 cisla charakterizujici proudéni.

11. Ulohy proudéni s volnou hranici.







KAPITOLA

1

Matematicky aparat

1.1 Vektory
e Vektor x € R" jako uspofddanou n-tici redlnych ¢isel zapisujeme jako sloupec

X1
X2

T
X = . :(xl)xz’n-»xn) .
Xn

Vektory standardni baze prostoru R” ozna¢ime pismeny ey, e»,..., e, pficemz
n

er=0¢1,602,...,00n)" VLER.

¢ Pro skalarni soucin dvou vektorti a = (a1, as,...,a,) a b= (b1, by,...,b;) budeme uvazovat di-
sledné standardni skaldrni sou¢in v R" a zapisovat pomoci symbolu - nebo maticového néso-
beni

n
a-b=a'b=)_ a;b;.

i=1
Plati
a-b=|allllb|cos(), (1.1)

kde 6 je uhel, ktery sviraji vektory a a b.
» Euklidovskd norma vektoru a = (ay, ap, ..., a,) indukovand standardnim skaldrnim soucinem je

= (f |al-|2);.

i=1

N =

lal =|a-al

 Vektorovy soucin dvou vektort a = (ay, az, as) a b = (by, b2, b3) v R3 je antikomutativni operace

definovand vztahem
el e e3 axbs — az b,
axb= ay, dp das |= agbl—(llbg =—-bxa.
by by b3 ar by — ax by




10 KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT
Pro velikost (normu) vektorového soucinu plati Lagrangeova identita

(1.2)

”“Xb”2:||a||2||b||2—|a-b|2:det( ba b )

b-a b-b

kde na pravé strané vystupuje determinant tzv. Gramovy matice (gramidn). Poznamenejme, Ze
vektorovy soucin lze vyjad¥it i pomoci thlu 0, ktery vektory a a b sviraji

axb=|allblsin)n,

kde n je jednotkovy vektor kolmy k roviné dané vektory a a b. Pokud jsou a, b linearné zavislé,
platia x b=0.

1.2 Koncept tenzorového pole

V dynamice tekutin vystupuji objekty, kterym se fikd tenzory, avSak pro nase tcely lze obecny
koncept tenzoru znacné zjednodusit. Pfesto budeme s vyhodou vyuzivat zapisy, které se vyskytuji v
tenzorové algebfe, a neni proto od véci si uvédomit souvislosti.

1.2.1 Co je to tenzor
Necht' V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Tenzor T typu (p, q) (p,q € Np) a fadu

p + g je multilinedrni forma

T:y*XV*X"'Xv*leXVX"'XVl_)R!
p-krat q-krat

resp. je mozné ho reprezentovat prvkem tenzorového soucinu prostort

TeVaVe--- VeV eV e ---@V".
p-krat g-krat

Napriklad (1,0)-tenzor je podle obou téchto definic
v:V* >R, resp.veV,

tj. jde o vektor. Jednozna¢nd korespondence mezi obéma definicemi je zajiSténa Rieszovou vétou.
Podobné pro (0,1)-tenzor mdme

w:V—R, resp. we V",

tj. jde o linedarni funkcionél.
Definice T je nezévisla na volbé baze, v dané bazi & lze viak vyjadfit tenzor (p + g)-rozmérnou
tabulkou (,,matici“) ¢isel z T ve tvaru

Tenzor typu (p, q) kde p = 0 se nazyvé kovariantni, pro ¢ = 0 kontravariantni. Je-li pq > 0, jde o tenzor
smiSeného typu (g-kovariantni a p-kontravariantni).
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1.2.2 Einsteinovo sumacni pravidlo

Ve vyrazu obsahujicim vyjadieni tenzort po slozkach, kde se opakuje stejny index dvakrat, se pfes
tento index scitd. Napiiklad
Pkim = Ty Tim™= 2 0T jm (1.3)
j=1
S¢itaci index (zde j) vystupuje jednou jako horni index a jednou jako dolni index. Je-li napfiklad T
tenzor 3. fadu typu (1, 2), jeho aplikaci na trojici (g, v, w) € V* x V2 dostaneme

k

Leuiv) wt,

T(wv,w)=1]

1.2.3 Tenzorovy soucin a vnitini soucin

Bud'te S, T dva tenzory s reprezentaci (v bazi &)

§— (Uk1k2~~-kr) = (lejZ"'jp) .

[1[2"'[3‘ ilig"'iq
Tenzorovym soucinem téchto tenzorti rozumime tenzor U = S® T, pro ktery plati

o k1k2"'krj1j2"'j;7
U= (H[lgz..,gsil iz"‘iq )’

kde L S
kol oo _ | Kikgerke iy
f][g"'[giliz"'iq T 0yl iyipeiq "

Vnitinim (skaldrnim) soucinem tenzora ,doplnkového* (pozdéji od sekce 1.2.8 de facto stejného)
typu

& Juie=ip\ v [ ivizig

§= (Jiliz'”iq )’T - (lejZ"'fn)

iy iriaig
SOT =0 by iy’

je skalar

1.2.4 Kovariance a kontravariance, transformace baze
Necht & = (x1,...,x,), % = (yl,...,yn) jsou baze vektorového prostoru V. Necht v € V. Potom
n . n .
v=) ¥ wxj=) y Wy,
j=1 i=1

kde x',y’ oznacuji i-té souradnicové funkciondly v bazich 2 ,%'. Dale ozna¢me sloupcové vektory
soufadnic vektoru v v bazich &, resp. % jako [v]g ,[V]a. i-tou soufadnici vektoru v v bazi % lze
ziskat prostfednictvim soufadnic v bazi & dle

Y=y (Zz" (vW) =2 ¥ (%)) W),
=1 =1
neboli 3
Wly =7 B (w19 = (VBY) [0, (1.4)
kde
ZPpY = (yi (x]-)) = (%1 ... [x)) (1.5)

Hndexy u soufadnicovych funkcionalt piseme nahote, stejné jako slozky vektoru ve standardni bazi.
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je matice pfechodu od baze & k bazi %'. Pro matici pfechodu od % k & analogicky plati

YHEX _ j _
N AR CAPS A P)
a ze vztahu -
[Wla =* P [v]g =% P¥7 P¥ [v]y
je ziejmé, ze ¥ P¥ = (¥ P¥) 7,
Necht konkrétné V =R" a oznatme X = (x1---x,), Y= (yl . y,l) Necht mezi bazemi plati trans-
formacni vztah
Y= XA, (1.6)

kde A € R™" je reguldrni matice. Potom pro vektor v € R” plati
Y[vly =XA vy =X[v]g,

7 Cehoz
(Wl =A" 0]y . (1.7)

Srovnanim (1.4) a (1.7) vidime, Ze plati
Zp¥ _ 7!

atedy téz ¥ P* = A. Pii pfechodu od vyjadieni v bazi & k vyjadieni v bazi & se soufadnice vektoru
transformuji inverzné (kontravariantné, ,proti“) k transformaci béze.
Déle necht w € V*. Potom

n . n . n .
w(v) =E(Z£1 (v)xj) =)y X ww(x))= Zﬂ(xj)lj) OF
j=1 j=1 j=1

tj. j-td soufadnice w v dudlni bazi Z* = (x',...,x") je rovna w(x;). Pro soufadnice v bazi & *pak
plati

neboli I
YDBE
[w]y. = (V7] [w],.

resp. v piipadé V = R" s bdzemi svazanymi (1.6) dostavame

[w]y. =A" [w] ., (1.8)

T T &

(1wl = [w]y A
Pii pfechodu od vyjadieni v bazi & * k vyjadfeni v bazi & * se tedy souradnice linedrniho funkcionalu
transformuyji stejné (kovariantné) jako bdze. Linedrni funkciondly se proto také nazyvaji kovariantni
vektory nebo kovektory.
1.2.5 Kovektory jako ,Sipky*“

V prostoru V konetné dimenze se skaldrnim soucinem (-,-) ma dle Rieszovy véty 1.7.2° kazdy
prvek w € V* jednoznac¢ného reprezentanta u € V tak, Ze

(v,uy=w() VveV.

Konkrétné kazdé dudlnibazi & * = (x!, ..., x") ptislusi linedrné nezavisly soubor reprezentantii & ** =
(x',...,x"), ktery je tzv. kovarianini bazi V.

2Véta je formulovéna pro Hilbertovy prostory libovolné dimenze. Lze ji snadno dokézat pro prostory koneéné dimenze
se skaldrnim soucinem, které jsou vzdy iplné (Definice 9), a tedy Hilbertovy.
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1.2.6 Kontravariantni a kovariantni vektory ve fyzice

V dalsim textu se budeme snaZzit diisledné pouZivat Einsteinovo sumac¢ni pravidlo (1.3), jestlize
bude zfejmé, pies které souradnice probihd sumace.

* vektor: pozice, rychlost, hybnost (jednotky maji délkovou jednotku v Citateli)
* kovektor: gradient funkce (jednotky maji délkovou jednotku ve jmenovateli)

- zevztahu (V[ (x),v) = df (x) v je vidét, Ze gradient ma smysl linedrniho funkcionélu

1.2.7 Ortogondlni transformace tenzort
Pfredpoklddejme ortonormadlni bazi & = (x1, x2, x3) prostoru R3. V tom p¥ipadé je pro libovolné
v e V j-td soufadnice vektoru v vbazi & je dédna vztahem

xj-v:xj-(g"(v)x,-) =x' ) (xj-x;) =2/ (v),

Reprezentantem kovariantniho vektoru x/ dle Rieszovy véty je tedy vektor x j akovariantni baze 2"
prostoru V splyvé s piivodni (kontravariantni) bazi . Déle necht’ Q = (a;;) € R3*3 je ortogonalni
transformacni matice, kterd z definice spliiuje

Q'=Q7, (1.9)

tj. kovariantni i kontravariantni vektory se dle (1.7), resp. (1.8) transformuji stejné. ProtoZe se budeme
drZet ortonormalni (a pokud moZno standardni) baze R3, nebudeme déle pojmy kovariantni a kon-
travariantni vektor, resp. tenzor, rozliSovat, a indexy bude psat pouze dole.

Tenzor T ¥adu s se transformaci Q = (g; j) zbaze Z do baze & transformuje jako

T=[Tly =(7i.-4,),

= !/
=My =(7}_. ), (1.10)
kde
T;dmis =divjy Qi T (1.11)
Inverzni transformace je vzhledem k (1.9)
Tiyeis = Qjyiy " Qi Ty .- (1.12)
Pro tenzory fadu 2 pak médme
T/ij =4qi19jjT1), tj. T = QTTQ. (1.13)

1.2.8 Tenzory v dynamice tekutin

V nasSem vykladu budeme uvazovat pouze vektory a tenzory druhého fadu. Oznaceni tenzoru T
a jeho reprezentaci ve standardni bazi T ztotoznime, tj. v dal$im textu jiz nebudeme psat st¥isky nad
symboly, které predstavuji matice. Budeme-li pracovat s reprezentaci tenzoru T v bazi transformo-
vané ortogondlni transformaci Q, oznacime ji jako T’, coz odpovida oznaceni v (1.10). Skalarni, vek-
torové, a tenzorové fyzikalni veliciny budou z4vislé na ¢ase a na prostorovych soufadnicich, a proto
témto veli¢indm fikdme skaldrni, resp. vektorové, resp. tenzorové pole.

Pro tenzory 2. fddu s reprezentaci ve standardni bazi definujeme:

s tenzor transponovany k tenzoru T = (7;;) je tenzor T' = (7;).
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« tenzor E je symetrickj < E=ET,
« tenzor W je antisymetricky (skew) <= W= -W!
a pro jednotnost zapisu nékterych vztaht jesté

¢ vnitini (skaldrni) soucin tenzort
S$:T=So0T=0;j7ij

¢ vnitini (skalarni) soucin tenzoru a vektoru
v-T=T-v=Tv=(1;v)), (1.14)

tj. jde o ndsobeni sloupcového vektoru matici zleva (ale diky tomuto zapisu a diky tomu, Ze ho
budeme obvykle pouZivat se symetrickymi tenzory, neni nutné rozliSovat sloupcové a tadkové
vektory)

Plati nésledujici zfejma pozorovani

» Kazdy tenzor T lze rozloZit na soucet symetrického a antisymetrického tenzoru jako

T=E+W:%(T+TT)+%(T—T ). (1.15)

e PokudE=ETaWw=-W! takE-W=0.

» VR ke kazdému antisymetrickému tenzoru W piislusi vektor w tak, Ze

(VveR)W-v=wxv). (1.16)
Skutec¢né, plati
0 — W3 wo
w=(w;) = W=| ws 0 -wp |. (1.17)
—Wo wn 0

1.2.9 UZitecné technické nastroje a vztahy
Budeme pouZzivat standardni symboly

* Kroneckertiv symbol

¢ a Levi-Civitv symbol
1 kdyz (i, j, k) je sudd permutace (1,2,3),
€ijk=1 -1 kdyz (i, ], k) jelichd permutace (1,2,3),
0 jinak.
Pomoci symbolu ¢; ji 1ze snadno vyjadfit
(axb); = gijlcajbk
a determinant matice A = (a;;) € R**3 jako

1
detA=¢;jra1iazjazg = 3 EUKEjKATIAT AR (1.18)

kde vyraz zcela vpravo scitd 6 (stejnych) hodnot determinantu A ziskanych vypoctem determinant(
matic s permutovanymi fddky a vyndsobenim spravnym znaménkem.
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Pozndmbka 1. Dle Cramerova pravidla plati pro reguldrni matici A = (a;;) € R"*"
Ax=bh = —1 A;,Viell,2 }
= Xj = j» V1 yLy ooy Ny,
" detA

kde A; je determinant matice, kterd vznikla z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b . Aplikaci
Cramerova pravidla na rovnost AA™! =Tkde A™! = (@;;) dostdvdame

1
a;i=——Ajj,
7 detA !
kde A j; je determinant matice A;;, kterd vznikla z A nahrazenim i-tého sloupce j-tym sloupcem jed-
notkové matice I. A;; (ne Aj;!) se nazyva algebraicky doplnék (kofaktor) prvku «; j, protoZe vystupuje
v rozvoji determinantu A podle i-tého fadku, resp. j-tého sloupce). Opét jen pro n = 3 plati

1
A1i=5£[]1<8ijka]ja’1(k, (1.19)
coz v sobé zahrnuje dva rizné zptisoby vypoctu Aj; rozvojem determinantu matice Aj; podle I-tého

fadku a i-tého sloupce.

1.2.10 Invarianty tenzoru

Invariantem tenzoru T = (Ti j) rozumime skalarni funkci A (T), jejiZ hodnota je nezévisla na volbé
(ortonormdlni) baze prostoru V (= R®). Pro libovolnou ortogonélni matici Q = (g; i€ R3*3 tedy plati

/l((r’ij)) =A((qixgjetre)) = A((7if)).

* Napiiklad vnitfni (skaldrni) soucin tenzorti S = (0;;) a T = (;;) je invariant. Plati totiz

/ !
ijTij = qirdjsOrsqikqjeTke = Girqik 4jsqje OrsTke = 0rk0s¢0rsTke = OkeTke =S T.
S—— ——

6rk 535

o

* Speciélné pro S =I dostdvame tzv. stopu tenzoru T
I-T= 5ijTij =Tjj =: TrT.

Véta 2. (Cayleyova-Hamiltonova) KaZdd ctvercovd matice A € R™" je kotenem svého charakteristic-
kého polynomu
(1) =det(A-AD).

Z faktu, ze
det(BC) =detBdetC

pro libovolné B,C € R"**" plyne, Ze charakteristicky polynom zjevné nezavisi na volbé baze, a jeho n
koeficientti se nazyva hlavnimi invarianty (principal invariants) matice (tenzoru) A. VR3 jsou témito
hlavnimi invarianty [Ari62, Mar11]

AII =TrA,
Al = % ((TrA)* - Tr (A?)),
als = detA.

Tenzor A mtiZze mit (a m4d) i dalsi invarianty, ale z kaZzdého souboru invariantti 1ze vybrat nejvyse tfi
»nezavislé (naptiklad tyto tfi hlavni), pomoci nichz lze jiZ ostatni jednoznacné dopocitat.
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1.2.11 Izotropni tenzory a tenzorové funkce

Tenzorova funkce F : R3*3 — R3*3 se nazyva izotropni, jestlize pro kazdou ortogonalni transfor-
maci Q a kazdy argument T plati

F'(T)=F(T),
tj. dle (1.13)
Q"F(T)Q=F(Q'TQ). (1.20)

Po slozkach (1.20) znamena dle transformac¢niho vztahu (1.11)

F((v1)));; = airajs®((t11)) s = E((@rrarstrs))i; =B (7)), 0 (1.21)

tj. zobrazeni F provadi nad slozkami tenzoru T stejné operace nezavislé na volbé baze. Pro konkrétni
volbu béze je tedy vysledkem vZdy stejny tenzor.

Predpokladejme nyni linedrni funkci F(T);; = &;jkeTie + Bij, kde A= (¢ jk¢) je tenzor 4. fadu a B
je tenzor 2. fddu. Dosazenim do (1.21) ziskdvame na levé strané s pouZitim inverzniho transformac-
niho vztahu (1.12)

F ((TI]))ij =dqirgjs (“rskﬂ'kf +ﬁrs) = qirﬂjsﬂRrQSqukCILfaEQSKLAquQNZTE\/H\L+,Blij

—~ v~

Arske Tke

— ) ) ! ! ! _ !/ ! ! _ !/ ! !/
=0ir0jsOkMOLNApsk TN T Bij = @ jkr Tk + Bij = X jreTie + Bij-

Na pravé strané pak mame

F ((TQJ))U =jkeTy, + Bij-

Srovnanim vychdazi

! - ..
Aijke = Xijkes

B:; = Bij-

To znamend, Ze vSechny slozky tenzorti A, B museji byt invarianty. Rikime, Ze tenzory A, B jsou izot-
ropni (tj. to je néco jiného nez izotropie tenzorové funkce). [zotropni tenzory jsou napiiklad

1=(0)),
(5 i jk) )
I®I=(5ij5k£)-
Lze ukézat, Ze obecny izotropni tenzor musi mit tvar:
* a(6;;j) pro tenzor fadu 2,
* b(e;ji) pro tenzor fadu 3,

. a(&ijék[) + b(6ik5jé) + C(5i[5jk) pro tenzor fadu 4,

kde a,b,c e R.
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1.3 Asymptotické chovani funkci
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Budeme pouZivat Landauovy symboly o, O s ndsledujicim vyznamem. Necht' f, g :R"” — R. Potom

piSeme

fx)=0(g) < @F6>03FK>0) (VxeR)(IxI<d = |f)|=K|gW)|),

f@=0(gw) = hmf( %) =0.

x—0 g (x)
Pro vektorové funkce f, g : R — R™ navic

fi(®) 0).

= v 1)2 *)
f)=o0(gw) < (vie| ’m@w&u)

1.4 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

e Funkce f:R" — R je vektor skaldrnich funkci f; : R” — R

F@=(A@),..., fm®)".

e Derivaci, resp. totdlni diferencial funkce vice proménnych f: R" — R v bodé x, oznacujeme

d
I (x0) , resp. d—i.

* Derivace funkce vice proménnych f:R" — R podle vektoru v v bodé x, je vektor

Of . tim L _
5, X0)= lim h (f (x0 + hv) — f(x0))

a pokud existuje totalni derivace f '(x0), plati

0
% (x0) = f'(x0)v.

Pokud v je jednotkovy vektor, nazyvadme derivaci 2 5 (xo) derivaci funkce f ve sméru v v bodé
X0.

Pozndmka3. Definicitplné derivace l1ze omezit na urc¢itou podmnozinu proménnych. Necht' je
déna funkce f:R™*% — R™, f = f(x1),x@) kde x € R™, x?® € R™. Potom tplnou derivaci

funkce f vzhledem k vektoru proménnych xV v bodé (xél),xf)z)) rozumime linedrni zobrazeni

df (x(l) ) R™ — R™ takové, Ze

axm (¥o %o

( FED 4, x®) - p, x@) - 4 (+, %) h) —0. (1.22)

h—»o ||h|| dx®

Y ove

Tuto definici lze pfimoc¢arym zptisobem rozsifit na libovolnou permutaci slozek vektorti x, x?
v argumentu funkce f. Zde je potfeba poznamenat dva rtizné pfistupy pfi znaceni totalni deri-
vace podle jedné sady proménnych. Vzhledem k tomu, Ze vybranou sadu proménnych xV mize

tvofit i jedna slozka, splyvé zapis di{i) (x(()l),x(()z)) s parcidlni derivaci funkce f podle x). Proto

je mozné znacit totdlni derivaci podle sady proménnych xV) = (x(l) xill)) téZ symbolem
of ( &) (2))

307, (Yo r o)
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* Parcidlni derivace funkce f v bodé x; jsou derivace ve sméru vektorti standardni béze a ozna-
Cuji se
of

0
%, (x0) =0y, f (x0) =0p f (x0) := a—;; (x0). (1.23)

* Matici linedrniho zobrazeni f ' (x0) ve standardnich bazich prostori R” a R nazyvame Jaco-
biho matici a zna¢ime

01fi(x0) O2fi(x0) ... 0nfi(xo)

01f2(x0) 02f2(x0) ... 0nfa(xo)
Jr(xo) =( 01f(x0) O2f(x0) ... Onf(xo) )= , , . :

alfm(xo) anfm(-xo)

 Derivace sloZené funkce fog:R" — R" kde g:R" — R® a f: R® — R"™, je za pfedpokladu
existence totalnich derivaci f'(g(xo)) a g’ (xo) ddna vyrazem
(fog) (x0) = (g (x0) &' (x0), (1.24)

kde na pravé strané (1.24) jde o sloZeni dvou linedrnich zobrazeni. Pro Jacobiho matici sloze-
ného zobrazeni plati

Jrog(x0) =1 £ (8(%0))J g (x0).
Z definice ndsobeni matic plyne pravidlo pro vypocet parciélni derivace i-té slozky funkce fog
podle ¢-té proménné

(1.25)

0(fog)i (xg) = i 0fi(g(x0)) ng(xo)’

Ifog(xo)ii = ax, = 6yk ax,

kde yj oznacuji slozky argumentu funkce f = f(y).

* Pro zdpis vicerozmérné derivace se bézné zavadi operator nabla V, ktery se da reprezento-

T
vat jako vektor parcidlnich derivaci V = (01,62,...,6n)T = (%, %,...,%) . Derivaci skalarni
funkce f:R" — R pak miiZeme reprezentovat gradientem, nebot’ plati

a
a_j;(x") = f o) v =V (x0) v =(31f,02f...00f)" .

* Parcidlni derivace druhého fadu (a vyssich fadt) budeme zkrédcené oznacovat dle schématu

) ~ 62](‘ _ 0 af
a”f(xo) —Ojalf(xo) = axiaxj (%0) = a (a_xl')‘xo'

1.5 Integralni pocet funkci vice proménnych

« Integral skaldrni funkce f : R — R pies méFitelnou® mnozinu V c R" zna¢ime
ff(x)d,u(x) :ff(x)dV = ff(x)dx,
v 14 v

kde p = p,, oznacuje n-rozmérnou Lebesgueovu miru zavedenou na R”. Mnozinu vSech (Lebe-
sgueovsky) integrovatelnych funkci na mnoziné V zna¢ime L(V), viz Definice 31.

3Pojmy méfitelnd funkce a méfitelnd mnoZina v tomto kurzu nezavadime. Tyto pojmy vystupuji v teorii Lebesgueova

integralu, kterou lze budovat klasickym zptisobem na zdkladé teorie miry (jako v MAB4) nebo alternativni tzv. Daniellovou
konstrukci (vylozenou v MAA4), kterd teorii miry a priori nepotiebuje a jeji pojmy zpétné definuje s vyuZzitim Daniellova
integralu a charakteristickych funkci. Pro nae potfeby bude kazd4 pfedstavitelnd mnoZina méfitelnd, stejné jako kazda
predstavitelnd funkce definovana na takové mnoziné. Pfedpoklad méfitelnosti v§ak pro korektnost uvddime ve znéni vét,
které budeme pro dalsi vyklad potfebovat.
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* Rekneme, Ze zobrazeni ¢ : R” — R” je reguldrni na oteviené mnoziné M < R”, jestlize prvky
matice J jsou spojité na M a pro kazdé x € M plati detJ, (x) # 0.

Véta. (o substituci ve vicerozmérném integralu) Necht ¢ : R" — R" je prosté reguldrni zobrazeni
definované na oteviené mnoziné A. Potom pro kazZdou méritelnou podmnozinuV c A plati

[ r@@)lden, ©las= [ ruax,
14 V)
resp. pro libovolnou méritelnou W c ¢ (A) mdme

f fx)dx = f f@@)|det), &)|dé

w @ l(W)

Véta. (Fubini) Nech? n,m € N, V < R™™. Uvazujme funkci f € L(V), f = f (x), x = (x©,x@)" kde
xB eR?, x@ e R™, Oznacme

Ay = {x(z) c Rm| (x(l),x(z)) € V},
B={xWeR"| A # 2}.

Potom plati

ff(x)dx:f ff(x(”,x@))dx@ dx(”::fdx“) f dx® f (x®, x@).
14 B

B Ax(l) Ax(l]

1.5.1 Zameéna derivace a integralu
Véta 4. (o derivaci integralu podle parametru) Necht' I c R je otevieny interval a V je meéritelnd

mnozina. Necht' f : V x I — R splriuje ndsledujici predpoklady:

1. Integrdl F (a) := [ f (x, @) dx konverguje (je konecny) alespori pro jedno « € I, tj. zkrdcené
14
@aeD(f(a)eL(V)).

2. ProkaZdé a € I je funkce f (-, @) méritelndna V.

3. Funkce f (x,-) je diferencovatelnd na I pro skoro vsechna* x€ V.

4. Existuje tzv. integrabilni majoranta k funkci %, tj. existuje g € L(V) tak, Ze pro skoro vsechna

x eV aprovsechna « € I plati
’ of (x,a)
Oa

=gx).

Potom pro vSechna « € I integrdl F (a) konverguje a plati

dF :faf(x,a)dx‘

da oa
v

4Dany vyrok A (x) plati skoro viude na V, jestlize existuje mnozina N c V tak, Ze jeji mira () = 0 a vyrok A (x) plati
Vxe V\N.
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1.6 Integrace po varietach

1.6.1 Kfivkovy integral

Definice. Kiivkou v R" rozumime libovolnou spojitou funkci ¢ : [a, b] — R". Je-li ¢ prosté na (a, b),
kiivka ¢ se nazyva jednoduchd. Plati-li ¢ (a) = ¢ (b), jde o kiivku uzavrenou, v opacném piipadé se
jednd o kiivku otevienou. Mnozinu ¢ = (@) = ¢ ([a, b]) nazyvame drdhou nebo geometrickym obra-
zem krivky v R". Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizaci drahy ¢.

Definice. Necht ¢ : [a, b] — R" je drdha a necht’ (Vt € (a, b)) (El(p (t)). Krivkovym (drdhovym) integrd-
lem prvniho druhu funkce f :R"” — R po draze ¢ rozumime integral

b
ff(x)dl:ff((p(t)) @ @] dz. (1.26)
(1 a

Definice. Krivkovym (drdhovym) integrdlem druhého druhu vektorového pole (funkce) f: R” — R”
rozumime integral

b b
ff(x)-dl=/f((p(t))~(p(t)dt=[f,-((p(t))(pi(t)dt, (1.27)
(7] a a

kde orientace dréhy je ddna jeji parametrizaci.

Pozndmka. SloZzky vektoru ¢; (¢) dt odpovidaji sloZkdm posunuti bodu x = ¢ () po dréze ve smérech
soufadnych os, tj. vektorti standardni baze ey, ..., e,. Proto se integral (1.27) nékdy zapisuje téZ jako

ff(x)-dl:ff(x)-dxszk(x)dxk. (1.28)
® ® ®

Pozndmka. Bud' ¢ draha s parametrizaci ¢ : [a, b] — R". Drdhou opacné orientovanou ke draze ¢
rozumime drdhu —¢ danou parametrizaci

g =@a+b-1).

Pro kiivkovy integrél druhého druhu plati
f fdl=- f fdi.
- @

1.6.2 Plosny integral

Ackoliv je moZné s jistou mirou abstrakce zavést obecné integraci po libovolnych m-rozmérnych
varietdch v n-rozmérném prostoru (m < n), soustfedime se pfi definici plosnych integrali pouze na
plochy v R3.

Definice. Plosnou parametrizaci nazyvame kazdé zobrazeni § : M — R3 kde M < R? je oblast. Mno-
Zinu
S=(8)=8(M)

nazyvame plochou nebo geometrickym obrazem zobrazeni S. Jestlize zobrazeni S je prosté, nazy-
vame plochu S jednoduchou. JestliZe navic S € cl(M)a plati

0S
_(u,V)X —(u,U)?fOV(u,U)EM,
ou ov

hovofime o jednoduché regularni plose.
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Pozndmka. Jednoducha reguldrni plocha m4 v kazdém bodé x € S jednoznacné definovany norma-
lovy vektor, ktery je roven
g—i(u, V) x g—‘z(u, V)

nx) =

2—3(u,v)x g—ﬁ(u,v)”,
kde (u,v) =871 (x).

Definice. Plosnym integrdlem prvniho druhu skalarni funkce f : R3 — R pifes jednoduchou regularni
plochu S rozumime integral

—(u,v) x — (u,v)||d(u,v). (1.29)

fsf(x)dS:fo(S(u, w5 =

‘ 0S oS

Pozndmka. Vyraz dS =

niku daného vektory g—sdu a g—‘gdv. Obsah plochy S je tedy dan ploSnym integralem z jednotky

u

3_134 (u,v) x % (u,v) ” d (¢, v) ma smysl obsahu infinitesiméalniho rovnobéz-

H2 (S) :de
N

Pozndmka. Pro vypocet dS lze vyuZit platnost Lagrangeovy identity (1.2).

Definice. Plosnym integrdlem druhého druhu vektorového pole f : R3 — R3 pfes jednoduchou hlad-
kou regularni plochu S rozumime integral

ff(x)-dS=[f(x)~ndS=ff(S(u,v))-(g—z(u,v)><%(u,v) d(u,v). (1.30)
S S M

Pozndmka. Plati

0 0
dS=ndS= —S(u, V) X —S(u, v)d(u,v),
ou ov

kde n je jednotkovy normadlovy vektor k plose S v bodé S (u, v). V zavislosti na parametrizaci mtize
sméfovat na jednu nebo druhou stranu plochy, na ¢emz zéavisi znaménko integralu. V néasledujicich
kapitol4ach budeme uvazovat zpravidla uzaviené plochy tvofici hranice souvislych mnozin V < R3, tj.
S =0V . Vektor n bude smétovat vZdy ven z objemu V . Za téchto pfedpokladi je znaménko plosného
integrélu jednoznacné urceno.

Pozndmka. Integrandem plo3ného integralu druhého druhu je tedy projekce vektorového pole f do
sméru normaly k plose S.

Pozndmka. Formdlni zapis integrédlu 2. druhu je také

f fx)-dS= f f1 (x)dxodxs + fo (x)dx;dxs + f3 (x) dxydx,.
S S

1.6.3 Greenova formule
Naésledujici véty jsou zobecnénim metody per partes pro urcity integral.
Véta 5. (Greenova formule) Necht' n e {2,3}, V cR” jeoblast, f,g € ctw af,geC(V). Potom plati

0 0
f f(x)g(x)dx:—ff(x)%:)dx+[f(x)g(x)nkds
14

6xk
14 ov

kde ny je k-td slozka vektoru vnéjsi normdly k hranici oblasti V.
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Véta 6. (Greenova véta). Necht' S c R? je oblast a 8S je uzaviend, po cdstech hladkd drdha. Necht
f :R? — R? je vektorové pole spojité diferencovatelné na S a spojité na dS. Potom plati

ff(x) -dl = f(afi 22) x,

pricemz krivka 8S je uvazovdna jako kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek).

Véta 7. (Gaussova-Ostrogradského véta) Necht f € C! (R®) je vektorové pole, V < R® je oblast. Potom
plati

fv-f(x)dx:/f(x)-dS,
v v

kde dS sméruje ven z objemu V.

1.7 Pojmy z funkciondlni analyzy

Zde zejména shrneme definice funk¢énich prostort a pfipomeneme s nimi spojend tvrzeni vyuzi-
vana v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic [Eva98], kterd se uplatni v ¢astech 4.3 a 4.4. V téchto
¢astech budeme nase teoretické znalosti ddle rozsifovat, ale pouze v tizkém kontextu studovaného
problému. Vhodnymi zdroji pro ucelenéjsi studium funkciondlni analyzy a teorie funk¢nich prostort
jsou napft. [Con90, BEH08, KJF77, Maz85].

1.7.1 Elementarni pojmy

Definice 8. Rekneme, Ze posloupnost vektorti (x,) ,en € 4 v metrickém prostoru .4 s metrikou p je
cauchyovskd, jestliZe plati

(Ve>0) @ng eN) (Ym, n> ng) (o (Xn, Xm) <€).

Definice 9. Rekneme, Ze metricky prostor V je tiplny, jestlize kazda cauchyovské posloupnost (x ;) ,en ©
V je vném konvergentni, tj. existuje pro ni x € V tak, Ze
Jim o=

Uplny normovany prostor se nazyva Banachiiv prostor. Uplny prostor se skaldrnim sou¢inem se na-
zyvé Hilbertiiv prostor’.

Definice 10. Ortogondlni systém vektorti soubor vektort (x4)qcps v Hilbertové prostoru # se na-
zyva maximdlni, tiplny, nebo bdze /¢, pravé kdyZ neni vlastni podmnoZinou jiného ortogondlniho
systému.

Pozndmka. Mnozina indext M v definici (10) mize byt kone¢n4, spocetnd i nespocetnd. Diskuse nad
~

vlastnosti nespocetnych bazi a nespocetnych sum (pomoci zobecnéni posloupnosti na tzv. ,sité“) je
nad rdmec tohoto matematického tivodu a Ize ji najit napt. v [BEH08, Con90].

Véta 11. Viechny bdze /€ maji stejnou kardinalitu, kterou nazyvdme dimenzi prostoru /€.

50becné netiplny prostor se skaldrnim soucinem se nékdy téZ nazyva pre-Hilbertiv prostor.
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Definice 12. MnoZina M je hustd v topologickém prostoru &, pravé kdyz M = &',

Definice 13. Topologicky prostor & se nazyva separabilni, pravé kdyZ obsahuje spoCetnou mnoZinu
hustouv %'.

Véta 14. Hilbertiiv prostor # je separabilni prdveé tehdy, kdyz md spocetnou bdzi.

1.7.2 Vlastnosti Banachovych a Hilbertovych prostorta

Definice 15. Necht' %8, %; jsou Banachovy prostory. Rekneme, Ze linedarni operator A : %8 — % je
omezeny, jestliZe existuje konstanta K = 0 tak, Ze

(Vve ) (lAvlg, <K lvig,).
Rekneme, Ze operdtor A je spojity, jestlize
(Ve>0)(35>0) (Vu,veB) (lu-vig <6 = |Au—Av|g, <e).

Pozndmka. Spojitost operatoru (zobrazeni) lze zobecnit do metrickych prostorti. Na Banachovych
prostorech jsou tyto dvé podminky zjevné ekvivalentni.

Definice 16. Necht 28 je Banachtv prostor. Prostor vSech linearnich funkciondld na % se nazyva
algebraicky dudlni prostor a znaci se 98*. Prostor vSech spojitych linedrnich funkciondlt na 2 se
nazyva (spojity) dudlni prostor a znaci se %'.

Pozndmbka. V ptipadé dim % < +oo je B’ = B*.

Definice 17. Necht 28 je Banachtiv prostor s normou ||| . Potom dudlni normana dudlnim prostoru
%' je ddna vztahem

lw (v)]
] = sup = sup |w)|
ve\ioy IVl ves |vl,=1

pro kazdé w e %’.

Véta. (Rieszova) Necht /€ je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem (:,-). Potom pro kazZdy prvek
w € H' existuje prdvé jeden prvek u € F tak, Ze

(v,u)=w((v) Vve /.

Navic plati
”U”(]f = ||H||Jfr .

Pozndmka 18. Rieszova véta dokazuje existenci izomorfismu (linedrniho bijektivniho zobrazeni)
[: 7 —
definovaného jako
Tw=u,

ktery navic zachovava ,velikost“ prvkt (v normach |||l # , resp. |-l #). Proto lze de facto prostory .4
a A ztotoznit (maji stejné vlastnosti z hlediska lineédrni algebry a funkciondlni analyzy - viz zejména
pojmy v ¢asti 1.7.10). Dudlni prostor .’ je rovnéz Hilbertv, s indukovanym skaldrnim souc¢inem

(Epﬂz);ﬂ = (IEI’IHZ)JL"‘
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Lineédrni funkciondly lze reprezentovat nejen pomoci skaldrniho soucinu, ale i pomoci libovolné
bilinearni formy, kterd ma dostate¢né ,hezké“ vlastnosti, jak ukazuje nasledujici lemma:

Lemma 19. (Laxovo-Milgramovo) Necht' A je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem (:,-) z, necht
B: 76 x /€ — R je bilinedrni forma, pro niz existuji konstanty K, L > 0 tak, zZe pro kazdé u, v € /€ plati

1. spojitost, resp. omezenost B: |B (u, v)| < K ||ull # | vl 7,
2. koercivita (nebo také , V-elipticnost“) B: B (u,u) = L|| ullzjf.
Potom pro kaZzdy spojity linedrni funkciondl w € F€' existuje prdvé jedno u € # tak, ze
w(v)=B(u,v)

a navic )
ke =7 ]

Diikaz. Viz [Eva98, Chapter 6]. O

Pozndmka. Samotny skaldrni soucin spliuje obé podminky v Laxové-Milgramové lemmatu 19 s kon-
stantami K = 1 (Schwarzova nerovnost) a L = 1 (zfejmé), a pro néj pak dostdvame piimo Rieszovu
vétu 1.7.2.

Definice. Necht %je Banachtv prostor, v € 8. Potom zobrazeni
v:% —R

definované vztahem
v(w)=w)

je spojity linedrni funkciondl na %/, tj. v € #". Zobrazeni

1= (1)

se nazyva kanonické zobrazeni (canonical evaluation map). Prostor 9 se nazyva reflexivni, jestlize je
kanonické zobrazeni J : 8 — %" izomorfismem (tj. bijektivnim a linedrnim zobrazenim, zachovava-
jicim linedrni vztahy mezi prvky 9 a 88", tj. ,strukturu“ prostoru 4).

Pozndmka 20. Kazdy Hilbertv prostor je reflexivni.

Diikaz. Dle Rieszovy véty 1.7.2 a pozndmky 18 je totiz (nad redlnym télesem) # izomorfni s #' (a
#' je také Hilbertv prostor, izomorfni s #" ). O

Definice 21. Necht' 8 je Banachtiv prostor. Rikdme, Ze posloupnost (u,,) v prostoru 4 slabé konver-
gujek prvku u € 8 a znacime u,;, — u, jestlize plati

lim w(u,)=w(u),Vwe %'
n—oo

Pozndmka 22. Necht ./ je Hilbertliv prostor se skaldrnim soucinem (-,-) . Dle Rieszovy véty lze
definici slabé konvergence formulovat jako

U, —u < (VUE%)(IP_I:IL;IO(un,V)ﬁ:(u,V)]f).

Véta 23. Banachiiv prostor 9 je reflexivni, prdvé kdyz Ize z kazdé posloupnosti (u,) omezené v %8
vybrat podposloupnost slabé konvergentni v 2.
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1.7.3 SamosdruZené operatory na Hilbertovych prostorech

Véta 24. Necht A je Hilbertiiv prostor se skaldrnim soucinem (-,-). Necht' A: /€ — F je omezeny li-
nedrni operdtor na A (znacime A € B (A£)). Potom existuje prdveé jeden linedrni operdtor A* € B (H)
takovy, Ze pro vSechna u, v € A plati

(Au,v) = (u, A" v).

Diikaz. Propevné v € # je u— (Au, v) spojity linedrni funkciondl, takze z Rieszovy véty 1.7.2 existuje
pravé jedno z € A takové, Ze
(Au,v) = (u,z).

Zobrazeni v — z je ovsem linedrni operator, ktery oznacime A*. O
Definice 25. Operator A* z véty ( se nazyva operator sdruzeny (adjungovany, adjoint) k operatoru A.
e Operator A se nazyva normdlni, pravé kdyz AA* = A* A.
* Operéator A se nazyvd samosdruzeny (hermitovsky, samoadjungovany, self-adjoint), pravé kdyz

A* = A.

1.7.4 Funkéni prostoryC" al,,

Definice 26. Bud’ obecné Q c R". Prostor C(Q) je linedrni prostor vSech funkci u : Q — R spojitych
na Q s bézné definovanymi vektorovymi operacemi®. Prostor C(Q) je linedrni prostor viech funkci z
C(Q), které jsou navic stejnomeérné spojité7 na Q (tj. nehovofi se zde o uzévéru Q).

Definice 27. Bud’ m € Ny. Definujeme prostory funkci

C™(Q) ={uecCQ)I|(Va,lal = m)(D*ueC)},
C™(Q) ={uecC@QI(Va,lal<m) (D ueC)}

C®(Q) = () Cr ),
keN

c®(Q)= N Cc*(9).
keN
Pozndmka. 7 definice 27 plati CcYQ) = C().

Definice 28. Rekneme, Ze funkce f : R™ — R" je lipschitzovska (Lipschitz-continuous) , pravé kdyz

@K >0 (Vx,yeR™)(|f (v) - f )| < K]ly—x]).

Definice 29. Rekneme, Ze Q = R" je oblast se spojitou (resp. lipschitzovskou) hranici, pokud existuje

m (m € N) kartézskych soufadnych systémii v R"” oznacenych (x7, xJ, ..., x;_l, x)), mcisel A" >0am

spojitych (resp. lipschitzovskych) funkci a” (n — 1) proménnych (r € #7) takovych, Ze

1. (VA€0Q)@rem)(3x" = (x],x5,...x,_1)) (||| <A" A A= [X",a"(Z")]),

2. (g0 >0) (Ve € (0,€0)) (Vr € m) plati

6pro shodu s definicemi v nékteré literatufe bychom méli uvazovat u : Q — C, ale my se s komplexnimi funkcemi
nesetkame.
"(ve>0)36>0) (Vx,yeQ)(|x-y| <6 = |u@) -u(y)|<e)
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a) Uy ={[x",x,]||*"|| <A" na" (%) <x, <a” (") +e} cR™Q,

b) UL ={[x",x,]||*"|| <A"rna" (&) -e<x)<a" (%)} cQ.

Pozndmka 30. X" oznacuje prvnich n — 1 soufadnic v bazi lokdlniho soufadného systému. Prvni bod
definice znamend, Ze hranici 0Q Ize vyjadfit jako sjednoceni konec¢ného poctu grafi funkei uvede-
ného typu, které jsou v prostoru orientovany pomoci vhodné volenych soufadnych systému. Pod-
minka || < A" vyjadfuje, Ze jednotlivé funkce jsou definovany na omezené (n — 1)-rozmérné oblasti
a protoZe lipschitzovské i spojité funkce na omezené oblasti jsou také omezené, implikuje tato pod-
minka v podstaté omezenost oblasti Q. Druhy bod definice potom ik4, Ze oblast se nachdazi jen na
jedné strané své hranice.

Definice 31. Necht' p = 1. Potom definujeme prostor L, (Q2) funkci u: Q — R jako®

L,(Q) = { u méfitelnd na Q‘ f |u(x)|P dx < +o0
Q

Pozndmbka. Plati L () = L(Q). Prostor L (QQ) je Hilbert(iv prostor se skaldrnim souc¢inem
(u,v) = f ux)v(x)dx
Q

a jim indukovanou normou

[T

lull,@ = flu(x)lzdx
Q

Pro p # 2 je L, (Q2) Banachovym prostorem s normou

Il = flu(x)lpdx
Q

K dtikazu faktu, Ze se skute¢né jednd o normu, potiebujeme ukazat trojahelnikovou nerovnost. Pro
normu v L, (Q) je trojuhelnikova nerovnost zndma jako Minkowského nerovnost (véta 53).

1.7.5 Zobecnéné funkce a slaba derivace

Nésledujici pojmy vychézeji z [Sch66] a [Eva98].

Definice 32. Méfitelnd funkce f je na mnoZziné Q) lokalné integrovatelna, je-li integrovatelnd na kazdé

kompaktni podmnoziné Q. Prostor lokdlné integrovatelnych funkci v p-t€ mocniné znacime Ly, joc ().
n

Definice 33. Necht a = (ay,...,a;) kde a; € Ng a oznacme |a| = 'Z a;. n-tice a se nazyva multiindex.

Definujeme diferencidlni operator =

o'l
= (03] ay Ay
0x,'0x,°...0x,

DY = 9m002 ... 0%,

Pozndmka. Pro |a| = 0je D* identicky operétor, tj. D% u = u.

8L,,(Q) se nékdy znadi s indexem p nahofe, tj. jako LP (Q).
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Definice 34. Vektorovy prostor C3°(Q) < C*®(Q), obsahujici pouze funkce s kompaktnim nosicem
(supportem) °, nazyvame prostorem testovacich funkci na Q a znacime jej také 2(Q). Distribuci (zo-
becnénou funkci) rozumime spojity10 linearni funkciondl T: 2(Q) — R. Pro ¢ € 2(Q) oznacujeme

(T,):=T(p).

Pozndmka. Mnozina 2'(Q) v8ech distribuci na 2(Q) je (spojity) dudlni prostor k 2(Q), ktery je pod-
mnozinou (algebraického) dudlniho prostoru 2* (Q).

Pozndmka. Funkce z C3°(Q) splnuji na 0Q2 homogenni Dirichletovu podminku (maji na 0Q nulovou
hodnotu).

Definice 35. Rekneme, Ze distribuce T je reguldrni, existuje-li funkce u € Ly 1,.(Q) takovd, ze Yo €
2(Q) plati

(T, )= (u,¢) zfu(x)(p(x)dx. (1.31)
Q
Distribuci pak zna¢ime T, a nebo ji pfimo ztotoznujeme s funkci u.

Pozndmka. Je ziejmé, Ze v definici 35 staci u € L; 1oc(Q2) a nikoliv u € L1 (Q), protoZe integral (1.31)
redlné probiha pfes supp ¢.

Definice 36. i-tou parcidlni derivaci distribuce T rozumime distribuci 8; T definovanou vztahem
(0:;T,p)=—{(T,0;) YV € D(Q). (1.32)

Pozndmbka. V ptipadé, Ze T je regularni (definovana funkci u dle (1.31)) a u € C (Q), tak 0; T je téZ re-
guldrni a je definovadna funkci 0; u. Je-1i a libovolny multiindex, plyne z vicendsobného pouziti vztahu
(1.32)

(DT, @) = (-1)'*(T,D%p) Vp e 2(Q). (1.33)

Distribuce T ma tedy derivace vsech fadti a je-li definovdna podle vztahu (1.31) funkci u, bude distri-
buce D*T definovéana funkci D*u, pokud tato (klasickd, silna) derivace ve smyslu teorie funkci exis-
tuje (viz Greenova formule 5). Pokud nikoliv, fikdme, Ze funkce u ma derivaci ve smyslu distribuci.
Touto derivaci rozumime distribuci D*T,. Pfikladem je Heavisideova funkce Y (x) = ¥(0,+c0) (%), jejiZ
prvni derivaci je Diracova ,funkce® 8.

Definice 37. Rekneme, Ze funkce u € Ly 1o (Q) ma slabou derivaci podle multiindexu «, jestlize dis-
tribuce D* T, je reguldrni. Funkci v € L jo. (Q2), kterd ji dle (1.31) definuje, oznacujeme

v=D%u. (1.34)
Pozndmka. Pro slabou derivaci dle (1.31) a (1.33) plati
(D%u, ) = (-1)!¥ (1, D%p) Vo € D(QV).

Pokud f € C!%(Q), tak tento vztah samoziejmé splituje i klasickd (siln4) derivace ve smyslu teorie
funkci, kterou rovnéz oznacujeme D®u. Ta ale na rozdil od slabé derivace musi byt definovdna v kaz-
dém bodé x € Q . Slab4 derivace je ddna jednoznacné v L; 1o (), tj. jsou-li v, w slabé derivace funkce
u podle a, pak v (x) = w (x) skoro vSude v Q.

9Nosi¢ (angl. support), piesnéji uzavieny nosi¢, funkce ¢ € C®(Q) je podmnozina defini¢niho oboru

supp ¢ = {x € Q| (%) # 0}.

Kompaktni mnoZina (viz &ast 1.7.10) v R3 znamena omezena a uzaviend. Uzavér v definici je diileZity, nebot’ napf. spojité
funkce v R” mohou byt nenulové pouze na oteviené mnozing.
10gpojitost se rozumi obvyklym zpiisobem, oviem vzhledem k topologii v prostoru 2 ().



28 KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT

1.7.6 Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory [Maz85, Brel0, Kin23] jsou prostory funkci, jejichz derivace (rtiznych fadt)
jsou z prostoru L, (Q2) (viz pozndmka 40)

Definice 38. Necht' m € N. Na prostoru C*(Q) definujeme skalarni soucin

(u, V)um@) = Z D*uD%vdx,

ajlsm
lal=m g

ktery indukuje normu [Kin23, str. 11]

lullgm@q) = Z le“uIzdx.
IcrlsmQ

Sobolevovym prostorem H™ (Q) rozumime zdplnéni (uzavér) mnoziny C* (Q2) vzhledem k normé ||+ ||y (qy).
Prostorem H(’)" (Q) rozumime ztplnéni (uzaveér) CSO(Q) v prostoru H”(Q).

Pozndmka 39. (Zupliiovaci procedura) Plati C* (Q) < L, () a navic pro kazdou u € C* (Q) z definice
38 zfejmé plati || ull1,q) < | ullum ). Kazda posloupnost (v,) c C* (Q), ktera je cauchyovskd v normé
I-llgm ), je proto cauchyovskéd iv Ly () a protoZe L, (Q) je iplny prostor, existuje vném limita této po-
sloupnosti v. Jestlize ma posloupnost (v,) limitu i v C*® (Q), pak se tyto limity zfejmé rovnaji. Jestlize
v C®(Q) tato limita neexistuje, pfiddme tam v. Provedenim této procedury pro v§echny cauchyovské
posloupnosti ziskdme tplny prostor - prostor H™ (Q2).

Pozndmka. Prostor H™(Q) je Hilberttiv (Gplny a se skaldrnim sou¢inem). Konkrétné pro m=1aQe
R? mame (pro redlné funkce)

(U, V() =f(uv+61u61v+62u62v)dx, (1.35)
Q

Il g :Jf(|u|2+|01u|2+|62u|2)dx. (1.36)
Q

Pozndmbka. Prostory H™ (Q), resp. Hi* () jsou v literatufe oznacovany také jako W2(Q), resp. W{)"’Z Q).
Sobolevovy prostory se totiz nékdy definuji jesté obecnéji jako ziiplnéni C™(Q) vzhledem k normé

| llwmp ) = d Z ID®ul” dx

lal=m a
a oznacuji se potom WP (Q), pticemz jsou obecné podmnoZzinou L, (). Pro p # 2 uZ jde pouze o
Banachovy a nikoliv Hilbertovy prostory. Zaplnovaci procedura probihd analogicky pozndmce 39.

Pozndmka 40. Pro nasi teorii je vhodny vztah
WP ={u:Q—R|(Va,lal < m) (D ueL,(Q)},
kde existence derivaci D*u je uvazovédna ve slabém smyslu, tj. ve smyslu definice 37.

Véta 41. (o stopéch) Existuje spojité zobrazeni T : H! (Q) — L, (0Q) takové, Ze pro kazdou u € C*®(Q)
plati
Tu= u|aQ .

Pozndmka. 7. definice je C*(Q) husty v H! (Q). Véta (41) ¥ikd, Ze nejen hladké funkce na Q, ale i
limity posloupnosti takovych funkci Ize ,,zGzit“ (spiSe dodefinovat) na hranici 6Q (takové funkce totiz
nemusi byt v principu na 6Q2 viibec definovany, tj. nelze je zzit v klasickém slova smyslu). Operétor
T se nazyva operdtor stopy (trace operator).
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1.7.7 Vlastnosti funkci ze Sobolevova prostoru H! (Q)

V nésledujici ¢4sti si udélame piedstavu, jak moc ,,divoké“ mohou byt funkce ze Sobolevova pro-
storu H! (Q).

Definice 42. Rekneme, Ze funkce u : [a, b] — R je absolutné spojitd (absolutely continuous) na svém
defini¢nim oboru, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje d > 0 tak, Ze pro kazdé rozdéleni intervalu [a, b]
ve tvaru

A=X1<Y1<X<P<<Xp<Ym=Db

pro néjz

™3

1l
—

(yi—xi) <8,

plati

™Mz

. lu(yi) - uxp)| <e.

1

1l
—

Pozndmka. Na [a, b] plati implikace
lipschitzovskost = absolutni spojitost = stejnomeérnd spojitost = spojitost.

Véta 43. Funkce u: [a, b] — R je absolutné spojitd, prdvé kdyz existuje v € Ly ((a, b)) tak, Ze pro kazdé
x€(a,b) je

u(x)=u(a)+ f v(&)dé. (1.37)

(a,x)

Pozndmka. Absolutné spojité funkce jsou takové, pro které plati zdkladni véta integralniho poctu
(vztah 1.37). Zaroven skoro vSude na (a, b) plati

u' (x)=v(x).

Definice 44. Necht Q c R” je oblast. Rekneme, Ze funkce u : Q — R je absolutné spojitd na primce
p={tk+ P|t e R}, jestlize funkce
f@®=u(tk+P)

je absolutné spojitd na kazdém intervalu [a, b] takovém, Ze
{tk+P|te[a,b]}cQ.

Véta 45. (charakterizace prostoru H' () pomoci absolutni spojitosti) Necht u € H' (Q). Potom exis-
tuje funkce @i € HY(Q) takovd, Ze it = u skoro vsude vQ a il je absolutné spojitd na skoro vsech primkdch
v Q rovnobéznych s nékterou se soutadnych os. Klasické parcidlni derivace ii existuji skoro viude v Q2 a
shoduji se se slabymi derivacemi ii.

Pozndmka. Véta 45 je formulovana ve shodé s literaturou [Maz85, Kin23], ale jeji tvrzeni je vhodné
jesté detailnéji rozebrat.

e Kazda ptfimka rovnobézna s nékterou se souradnych os, kterd ma s Q neprazdny prinik, pro-
chézi pravé jednim bodem priamétu Q do (n —1)-rozmérné nadroviny, kterd je kolmd na pfi-
slusnou osu. Tento primét m4 jistou (n — 1)-rozmérnou Lebesgueovu miru. Tvrzeni , pro skoro
vSechny pfimky“ znamend ,pro piimky prochézejici skoro v§emi body zminéného primeétu
vzhledem ke zminéné mire“.
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e Pro Q = (a,b) c R dostavdme, %e funkce z H! ((a, b)) jsou absolutné spojité na kazdém kom-
paktnim podintervalu (a, b) a jsou skoro v§ude diferencovatelné. Spadaji sem funkce, které jsou
rovné jisté diferencovatelné funkci skoro vSude, nebo funkce, které maji derivaci skoro vsude,
jako napf¥. u (x) = |x| na (—1,1). Funkce, které maji nespojitost typu skoku, v H! ((a, b)) nelezi.

* Tvrzeni plati analogicky i pro prostor WP (Q), p > 1.

Véta 46. Necht' u € 1,(Q) md klasické parcidlni derivace v 1, (Q) a navic je absolutné spojité na prim-
kdch rovnobéznych se souradnymi osami. Pak klasické derivace u splyvaji se slabymi derivacemi, a tedy
ueH(Q).

Pozndmka. Véta 46 je opacnd implikace k vété 46. Je vidét, Ze funkce z L, (Q), kterd m4 klasické par-
cidlni derivace definované skoro viude (a tedy téZ v L, (Q)), jesté nemusi lezet v H (Q). V tom p¥ipadé
by totiz v H! (Q) mohly leZet nap¥. stuptiovité funkce, které maji skoky.

1.7.8 Bochnerovy prostory

Necht' ¢ = (0, tmax) je Casovy interval a u: _¢ x Q — R je funkce zavislé jak na Case, tak na prosto-
rovych soufadnicich. Stejnou funkci vSak lze chépat jako funkci jedné proménné u : ¢ — %, kde
& ={w|w:Q— R}. Potom u(t) € Z a puvodni zapis hodnoty funkce v bodé lze nyni vyjadfit i jinak:
u(t) = u(r) (x). Vtomto duchu se nese nasledujici definice.

Definice 47. Bud’ & Banachiy, resp. Hilbert(iv prostor, _¢ = (a, b) omezeny otevieny interval a necht
p € [1, +o0). Potom definujeme Bochneriiv prostor

Ly(Z:%) = u:j—»%[llu(t)llé}dt<+oo

s normou danou Bochnerovym integrdlem

lulle, 7,2 =

fnu(tn@dt: HMu®laly, g - (1.38)
s

Pozndmka48. Pro p = +oo definujeme

lulle, z,2) = Mu@llall, #) =ess supllu(®)lla .
te ¢

Pozndmka49. Ly(_Z; &) je rovnéZ Banachiiv prostor. Je-li & navic reflexivni, resp. Hilberttv, je pro-
stor Lo (_#; &) rovnéz reflexivni (viz [Pok20a, Véta 2.2.3]), resp. Hilberttiv se skalarnim souc¢inem

(U, V)1, z;%) =[(u(t),V(l‘))%dt-
J

Pro formdlni zavedeni Bochnerova integrélu a vétu opraviiujici k definici 47 odkazujeme nap¥. na
knihu [ABO06].

1.7.9 Uziteéné nerovnosti

Véta50. (Schwarzova nerovnost). Necht' /€ je prostor se skaldrnim soucinem (-,-) a jim indukovanou
normou ||-|l. Potom V¥ u, v € /€ plati
(w,v) = llulllvl.
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Véta51. (Youngova nerovnost). Necht a,b € R. Potom ab < }a® + 3 b*.

Pozndmka 52. Necht' v > 0. Potom dosazenim do Youngovy nerovnosti ziskdvame jeji obecné&jsi tvar
a 1 1
ab=—\vb< —a*+ -vb*.
NG v 2v 2

Véta 53. (Minkowského nerovnost)
Necht' u, v € L,(Q). Potom

P p
flu(x)+v(x)|pdx < flu(x)l”dx + flv(x)l”dx
Q Q Q

Pozndmka. Minkowského nerovnost je trojihelnikova nerovnost pro normu ||'||Lp(Q). Jeji pomoci se
také dokazuje, Ze |||l ) je normana L, (€2).

Véta 54. (Holderova nerovnost)
Necht p, q € [1,+00) takové, zZe % + é = 1. Potom

* prou€L,(Q), veLy(Q) plati

1

7
flu(x)v(x)ldxs(flu(x)l”dx (flv(x)l"dx ,

Q Q Q

< =

e prou,veR” plati 1 1
p(i q
127158
i=1

Diisledek 55. Pro vektorové funkceu e L, (Q)", v € Ly (Q)" plati spojenim obou predchozich pripadii

flu-vldx:f
Q Q

a konkrétné prop =q = %

n n
Y luivil < | Y luil?
i=1 i=1

Y uiv
i

1 1
n % n % n p n q
dxsf(Zlu,-Ip) (Zlvil") dx < fZIuilpdx fZIvilqu
o \i=i i1 J =1 J i=1

1

2
flu-vldx: fllullzdx fllvllzdx
Q Q Q

Véta 56. (Friedrichsova nerovnost) Necht QQ c R" je oblast s lipschitzovskou hranici 0Q). Necht'T < 6Q)
takovd, Ze (n — 1)-rozmérnd Lebesgueova mira my_;(I') > 0. Potom existuje k > 0 zdvislé jen naQ aT'
takové, Ze Y u € H' (Q) plati

n
el <k Zf|6ju|2dx+fu2(s)d8 :
=18 r

Pozndmbka. Intuitivni vyklad Friedrichsovy nerovnosti je ndsledujici. Méa-li funkce v Q omezené deri-
vace, pak k tomu, aby méla v Q omezené i hodnoty (tj. ||« IIf2 @ = Jo u?dx) stadi, aby byly tyto hodnoty
omezené na hranici oblasti Q, resp. dokonce jen jeji "dostatecné velké" ¢astiI' c Q.
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Disledek. (Poincarého nerovnost) Necht' QO c R" je oblast s lipschitzovskou hranici 0Q). Potom exis-
tuje k > 0 zdvislé jen na Q) takové, Ze proVu € H(l) Q) plati

n
HM%MSkaMWFm.
=15

Diikaz. Jedna se piimo o Friedrichsovu nerovnost pfi libovolné ptipustné volbé I', napfiklad I' = 6Q2.

Z definice prostoru H(l) (Q) je totiz f u?(s)dS =0. O
0Q

Dusledek 57. ProtoZe obecné pro Q cR" je na H(l) (Q) definovdna norma

n
Il = /(Iu|2+z |aju|2)dx,

Q J=1

obrdcend nerovnost plati trividlné s volbou konstanty imeérnosti K = 1. Pritom Ize ukdzat, zZe

n
Ity o= | [ X107 ax

o /=t

je rovnéZ norma na H(l)(Q). Potom z Poincarého nerovnosti dostdvdme ekvivalenci norem ||~||H(1) @ @

”'”,H}J(Q) naHy(Q), tj. platnost vztahu

1 l /
@k, K > 0) (Vae e Hy(@) (K llullyy ) =< Ntllayey < kllully g ).

Pozndmka. Ekvivalence norem znamend, Ze obé normy indukuji na daném prostoru stejnou topo-
logii: mnoZina je oteviend, posloupnost je konvergentni atd. v jedné normé stejné jako ve druhé, a
proto obé normy neni nutno pro tyto Gcely rozliSovat. Na prostoru kone¢né dimenze jsou vSechny
normy ekvivalentni, ale na Sobolevovych prostorech je ekvivalence norem ||-|IH(1) @ a ||'||£{(1) @ netrivi-
alni poznatek.

Pozndmka 58. Poincarého nerovnost de facto umoznuje na H(l) (Q) odhadnout L,-normu funkce po-
moci souétu L,-norem jejich derivaci. Je zfejmé, Ze totéz nemtize platit na H! (Q), tj. bez podminky
kompaktniho nosice. Jako protiptiklad 1ze uvaZovat libovolnou konstantni, ale nenulovou funkci.

Nésledujici véta ukazuje moZnost shora odhadnout funkci, kterd je omezend integrdlem ze sebe
samé.

Véta 59. (Gronwallovo lemma) Necht u: [ty, t1]— R} je spojitd, necht a > 0,8 = 0. Necht plati

51

(Vte [ty t1]) u(t)sf(au(r)+ﬁ)dt )

)

Potom
u(t) < b (e‘m_t‘)) -1).
a
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1.7.10 Kompaktnost, véty o vnofeni
Nésledujici definice a tvrzeni a véty lze nalézt napft. v [KJF77].

Definice 60. Necht' A, B jsou mnoZziny, A c B. Identické zobrazeni:: A — B definované jako
L(x)=xVxeA
se nazyva operator inkluze.

Pozndmka. V pripadé Hilbertovych prostort 1ze jako operator inkluze pouzit i izomorfismus s dudl-
nim prostorem dle pozndmky 18, tj. #, € A a1: S — H,.

Definice 61. Bud'te 98,, %8, Banachovy prostory. Linearni operdtor T : %8, — 98, se nazyva totdlné
spojity (completely continuous), jestlize pro kazdou slabé konvergentni posloupnost (u,) v %;, u, —
u,plati Tu, — Tu v %,.

Véta 62. Kazdy totdlné spojity operdtor na reflexivnim Banachové prostoru je i spojity (tj. omezeny -
viz definice 15).

Diikaz. Necht 28,9, jsou Banachovy prostory, %, je reflexivni a T : %8, — %, je totdlné spojity.
Uvazujme
U={veZllvlg =1}.

JestliZe T neni omezeny, pak existuje posloupnost v, € U tak, Ze
lim || Tv = +o00.
m 1Tvnllg,

ProtoZe ale posloupnost v, je omezen4, tak z ni lze vybrat slabé konvergentni podposloupnost vy, .
Diky totélni spojitosti T tedy T v, silné konverguje v %, coz je spor. O

Definice 63. MnoZina A v topologickém prostoru & se nazyva kompaktni, jestliZe z kazdého otevte-
ného pokryti mnoziny A, tj. ze systému otevienych mnozin € takového, ze

Ac | B,
Be€

Ize vybrat konecné podpokryti 6y, tj. 36 < €, |<€f| e N takové, ze

Ac | B
BECgf

Definice 64. MnoZina A v topologickém prostoru & se nazyva sekvencidlné kompaktni, jestlize pro
kazdou posloupnost prvkii z A existuje podposloupnost, kterd ma limitu v A.

Pozndmka. V metrickych prostorech jsou kompaktnost a sekvencialni kompaktnost ekvivalentni.

Definice 65. MnoZina A v metrickém prostoru & se nazyva relativné kompaktni'!, jestlize A je v ¥
kompaktni.

Definice 66. Linedrni operator T : 98, — %, se nazyva kompaktni, jestlize pro kazdou omezenou
mnozinu A c %, je T (A) relativné kompaktni v %y, tj. T (A) je kompaktni.

HRelativné kompaktni mnoziny jsou nékdy téz nazyvany prekompaktni (precompact). Stejnym terminem jsou viak
oznacovany i totdlné omezené mnoziny (totally bounded), tj. mnoZiny, které 1ze pro libovolné ¢ > 0 pokryt kone¢nym sjed-
nocenim otevienych kouli o poloméru € (resp. ekvivalntné existuje tzv. kone€nd e-sit, tj. mnoZina otevienych kouli o po-
loméru ¢ se stftedy vzdidlenymi nejméné ¢). V iplném metrickém prostoru je relativni kompaktnost ekvivalentni s totalni

omezenosti, ¢imZ odpadé nejednoznacnost definice terminu "prekompaktni mnozina".
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Vv,

Pozndmka 67. Kompaktni a totdlné spojité operétory lze definovat i na obecnéjsich (topologickych
vektorovych) prostorech. Na Banachovych prostorech je kazdy kompaktni operdtor i totdlné spojity.
Na reflexivnich Banachovych prostorech je operator kompaktni, pravé kdyz je totdlné spojity.

Véta 68. Necht' /€ je Hilbertiiv prostor a A je kompaktni samosdruzeny operdtor na /€. Potom exis-
tuje posloupnost (opakujicich se vlastnich cisel operdtoru A) (i1,) a (spocetnd) ortonormdini bdze (x,)
prostoru

ker At = {xe 7| Ax=0}"

takovd, Ze pro kazdé v € A plati

+00
Av=) pn(V,X5) Xp.
n=1
Diikaz. Viz [Con90, kapitola II], [Bre10], [Eva98, Appendix E]. O

Definice 69. Rekneme, Ze Banachiiv prostor 98, je spojité vnoren do Banachova prostoru %, a zna-
Cime %, — %y, jestlize operator inkluze ¢ : 98) — %, je spojity, neboli (viz definice 15) existuje K > 0
tak, Ze

1vllz, < Klvle, Yve .

Prostor %, je kompaktné vnoren do prostoru %, (znacime 9B, —— %), jestlize operator inkluze
L: 9B — %, je kompaktni.

Pozndmka70. Dle pozndmky 67 a véty 62 plati
331 —— @2 - %1 — @2.
Véta 71. Necht pro dva Banachovy prostory plati %8, — %,. Potom %8, — % .

Diikaz. Ziejmé %8,  98]. Chceme dokdzat, Ze existuje K > 0 tak, Ze pro kazdé w € 98, plati

|wll g, = K2e] 5,

Vime, Ze pro jisté K plati
lvlle, < Klvig,,

takze jestlize ||v] g, < 1, pak urcCité % lvllg, < 1. Plati

|l = sup [w@|= sup [w@)]|< sup |w®)|
B B
I "y";l =1 I "y";l <1 ¥ H';EH@: <1

=K sup |[w@)|<K sup |w)|=K|w|gy .
UEQB] DE%Z 2
1], <1 195, <1

Pfitom nerovnosti jsou vzdy v mistech, kde se supremum pocité pres vétsi a vétsi mnozinu vektord (z
hlediska inkluze). O

Véta 72. Necht A, #» jsou Hilbertovy prostory, pro které plati # —— #». Necht' A je omezeny
linedrni operdtor A: 76, — F,. Potom existuje-li inverzni operdtor A™!, tak je kompaktni.

Lemma 73. (Rellichova-Kondrachovova véta o kompaktnim vnofeni) Necht Q c R" je omezend
oblast s lipschitzovskou hranici. Potom pro kazdé p > 1 a q splriujici

qe{[l,n"—’;) pron>p,

[p,+00) pron=p,
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plati
WP (Q) —— L,y (Q).

Proq = nnT’; plati pouze
WP (Q) — Ly (Q).

Diikaz. Viz [Eva98, Chapter 5], [Bre10, Chapter 9]. O
Disledek. Konkrétné prone {2,3} ap =2 plati
H' (Q) ——L1,(Q).

Lemma 74. (Lionsovo-Aubinovo) Necht' 9By —— 98 — %, jsou Banachovy prostory, kde %y, %, jsou
reflexivni. Necht po, p1 € (1, +00). Definujme prostor funkci

ou
Y = { we Ly, (75%0)| = eLpI(f;%l)}
S normou

ou

lully = llully,, (720 + T

Ly, (F:%1)

pro kazdé u e % . Potom% je reflexivni a plati
Y —— Ly, (F;B).

Diikaz. 1ze najit napf. v [Pok20a].






KAPITOLA

2

Kinematika tekutin

2.1 Materialové téleso

Predmétem studia je materidlové téleso, které vyplituje uréitou souvislou mnozinu V < R3. Bez
dalsich pfedpokladti 1ze diskutovat matematicky aparat, ktery popisuje transformaci prvk této mno-
Ziny v case.

2.2 Referencni a aktuédlni konfigurace materidlového télesa

Uvazujme afinni prostor (R%, 0) a soufadnou soustavu s po¢dtkem v bodé o, ktery se vzhledem k
pozorovateli nepohybuje. Pro jednoduchost a bez tijmy na obecnosti volme standardni bazi prostoru

e1=(1,0,0)7,
ex=(0,1,007,
e3=(0,0,1)"

a potdtek o = 0, takze kazdy bod p € (R3, 0) m4 soufadnice shodné se slozkami vektoru p — o € R3.
Z matematického hlediska v dal§im textu proto ztotoznime afinni prostor (R3,0), jehoz prvky jsou
body, a vektorovy prostor R3, ktery obsahuje vektory. Ddle uvazujme casovy interval _# = (0, fmay)-

Vychozim pfedmétem studia pro nds bude casové evoluce materidlového télesa od ¢asu ¢ = 0 do
casu t = tpax. V €ase t = 0 se téleso nachézi ve svém vychozim (referencnim) stavu a zaujima objem
Vo < R3® s hranici dVj. Kazdy bod X € Vp, X = (X, Y, 2T = (Xl,Xg,Xg)T nazveme materidlovym bo-
dem. Pro oznaceni materidlovych bod budeme pouzivat velkd pismena. Vlivem fyzikdlnich procest
deformace (napf¥. pii plisobeni vnéjsich sil), translace nebo rotace dochézi ke zméné tvaru a/nebo
velikosti materidlového télesa, které v ¢ase ¢ zaujimé objem V (¢), stejné jako ke zméné polohy jed-
notlivych materidlovych bodt. Tim se materidlové téleso dostane do nového, aktudiniho stavu, ktery
popisujeme pomoci prostorovych soufadnic x = (x, y, Z)T = (x1,%2,x3)T (viz Obr. 2.1 ). Nasim cilem
bude nalézt vztah mezi pocatecnim (referen¢nim) a aktudlnim stavem materidlového télesa.

Uvazujme materidlovy bod X a ozna¢me jako x (¢, X) jeho polohu v ¢ase t. V €ase ¢ = 0 plati
x (0, X) = X. Priibéh funkce

x: FxVo—R 2.1)

vz

pro pevné zvolené X € Vj si Ize pfedstavit tak, Ze v Case ¢ = 0 nakreslime na téleso v bodé X kiizek
a v pribéhu ¢asu budeme sledovat, kam se tento kiizek pohne. Jestlize naSe kontinuum je kapalina,
muzeme do bodu X umistit malou kulicku a sledovat, jak je undsena proudem.

37



38 KAPITOLA 2. KINEMATIKA TEKUTIN

()

(]

Obrézek 2.1: Referencni a aktudlni konfigurace materidlového télesa.

Analogicky je moZné definovat rychlost pevné zvoleného materidlového bodu X € V; jako ¢asovou
derivaci jeho polohy, tj.

(t,X) = a—x(t X) (2.2)
v ) _Ot ’ ’ .

2.2.1 Ptechod mezireferen¢nimi a prostorovymi soufadnicemi

Fyzikdalni vlastnosti materidlového télesa zarucuji, Ze dva materidlové body se nemohou nikdy se-
jit vjednom bodé prostoru, a zaroven jeden materidlovy bod nemuize byt na dvou mistech soucasné,
tj. zobrazeni (2.1) je prosté:

x(5,X1)=x(1,X7) < X;=X>.

Déle se zadné dva materidlové body nemohou k sobé nekonecné pftiblizit ani od sebe nekonetné
vzdalit, coz znamena3, Ze Jacobidn

9 Ox dn
6X1 6X2 6X3

0x o, 0

o 9 0x, Ox

aX - 6X1 6X2 6X3 ¢0‘ (2'3)
6X3 6X3 6JC3

X, 0X, 0Xs

Za téchto pfedpokladii plati véta o implicitnich funkcich, kterd v kazdém ¢asovém okamziku ¢ zaru-
Cuje existenci inverzniho zobrazeni
X(t’ ) . V(t) - VO)

které pro kazdy bod z aktudlni konfigurace x € V (¢) urci materidlovy bod X (¢, x), ktery se v bodé x
aktudlné nachézi.
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Rychlost materidlového bodu, ktery v ¢ase t prochazi pevné zvolenym bodem prostoru x € R3, je
V(t,x)=v(t,X(t,x)). (2.4)

Zjistili jsme tedy, Ze rychlost mtiZe byt svdzana vztahem (2.2) s pevné zvolenym materidlovym bo-
dem X , nebo vztahem (2.4) s pevné zvolenym bodem v prostoru x. Totéz plati pro libovolnou jinou
veli¢inu (napf. hustota, tlak, teplota, koncentrace...). JestliZze se zajimdme o zdkonitosti, na jejichz
zékladé se méni fyzikdlni veli¢iny v materidlovém bodé X (resp. v malém objemu d7/, ktery ho ob-
klopuje), jedna se o tzv. Lagrangetiv pristup. JestliZze se naopak soustiedime na pevné zvoleny bod v
prostoru x, pouzivame pfistup Eulertiv. Vysledky obou pfistupti jsou totozné, i kdyZ matematicky za-
pis stejnych zdkonitosti miize mit forméalné jiny tvar. Podrobné se obéma pfistupiim budeme vénovat
v kapitole 3.

2.3 Deformacni gradient

Lokalni zménu (deformaci) konfigurace materidlu v okoli materidlového bodu X, ktery ma v ¢ase
t polohu x = x(t, X), popisuje tenzor F definovany jako

ox!
F(t,X)=V ,X) = - (£, X) |, 2.
(t,X) x (1, X) (OXJ (t )) (2.5)

ktery se nazyva deformacnim gradientem. Z hlediska teorie transformace proménnych v diferencial-
nich vyrazech se jedna o Jacobiho tenzor transformace soufadnic od materidlovych soufadnic X k
prostorovym soufadnicim x. Jelikoz predpokladdme reguldrnost transformace mezi soufadnicemi X
a x, existuje téZ inverzni tenzor F1i, ktery 1ze zapsat

Fli,X) = (a—Xl (t X)) (2.6)
) ax] ) ) .

a ktery vyjadiuje Jacobiho tenzor pfechodu od soufadnic x k X.
Deformacni gradient je vychozi ndstroj pro matematicky popis deformace.

2.4 Integraly a derivace vektorovych a tenzorovych poli

Necht _# = (0, tmax) je Casovy interval a Q c R3 je oblast. Necht'

[ ZxQ—-R,
g;ij_,uqﬁ,
T:ij—»R3X3,

je skalarni, resp. vektorové, resp. tenzorové pole. Budeme pouzivat néasledujici formalismus:

¢ Operéator nabla funguje jen na prostorovych souradnicich

(666
v_

01,0,,0 0;
%1 9% ax3) (01,02,03) = (0;)

tj. ve shodé s pozndmkou 3 gradientem funkce, rozumime vyraz

T
Vf(tx) = (—f(t ),ﬁ(t x), f(t )) = (9:f).
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* Gradient vektorového pole g je aplikovan po slozkéch, tj.
T
vg=(0;8)=(Veg) .

* Divergence vektorového pole je
divg=V.-g=0;g;.

2 vz

* Divergence tenzorového pole: operator divergence V- je aplikovan na formdlni fadkovy vektor
sloZzeny ze sloupcti tenzoru T, tj.
3 0T
divT=V- (T}, T2, T3)= Y G_x{ =(0;74}).
J

* Rotace (curl) vektorového pole

rotg=curlg=Vx g=¢;10rgi-

Véta. (Helmholtzova) Necht Q c R® je omezend oblast a f € C? (Q)? je dvakrdt diferencovatelné vek-
torové pole definované na Q. Potom existuje skaldrni pole ® a vektorové pole A tak, ze

f=Vd+VxA

Pozndmka. Helmholtzova véta fikd, ze kazdé vektorové pole lze rozlozit na soucet potencidlni (ne-
virové, irrotational) ¢éasti VO spliiujici V x (V) = 0 a solenoiddlni (bezzdrojové, divergence-free) ¢asti
V x A splnujici V- (V x A) = 0. Skalarni pole @ se nazyva skaldrni potencidl a A se nazyva vektorovy
potencidl. Dtlikaz véty spociva v nalezenim vzorce pro oba tyto potencidly v integralnim tvaru.

e Laplacetiv operator A aplikovatelny na skaldrni i vektorové veliciny

3 aZf
Af(6,x)=V-Vf(t,x)=) Sz (6% =0iif (6,%),

i=1 z'

\oq

3
Ag(t,x)=(V-Vg(1,x) =Z (tx) 0iig(1,x).

Q)
NN

* Integral z vektoru a tenzoru pies prostorovou oblast Q se rozumi po slozkach a jeho vysledkem
je opét vektor, resp. tenzor.

2.5 Materialova derivace

Uvazujme libovolnou veli¢inu w, jejiz hodnota v materidlovém bodé X a ¢ase T je rovna w (T, X).
V pevné zvoleném bodé x € R® a v Case ¢ je pak jeji hodnota W (t, x). Kvtili korektnosti dal§ich dvah
pfitom az do konce kapitoly pfistoupime k oznaceni €asu jako argumentu funkce w pomoci velkého
pismene T a ¢asu jako argumentu funkce W pomoci malého pismene ¢. Pfirtstek veli¢iny w za jed-
notku ¢asu v pevné zvoleném materidlovém bodé X (v bodé, ktery jsme si na télese oznacili kiizkem
a ktery se v pribéhu ¢asu pohybuje) je roven parcidlni derivaci funkce w podle ¢asu, tj.

a—w(TX)
oT T

Podobné pfirtistek této veliciny za jednotku ¢asu v pevné zvoleném bodé v prostoru x, ktery se ne-
hybe, je roven parcidlni derivaci funkce W podle ¢asu, tj.

a_t (t,JC).
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Zcela zfejmé se jednd o dvé obecné rizné hodnoty. UkaZme si nyni, jak spolu souviseji.
Zvolme si pevné materidlovy bod X. Jeho poloha v ¢ase T je x (T, X), a proto plati

w(T,X)=W((T,X),x(t,X)) = W(®@(T, X)),
kde vnitini funkce ® : ¢ x Vo — _# x R® m4 tvar
(D(T)X) = (t(T,X),X] (T)X)yxz (TrX)’XS (T)X)) = (Tyxl (T’X))XZ (T,X),x3 (T’X)) .

Je vidét, Ze prvni sloZzkou zobrazeni ® je funkce ¢, jejiZ hodnota je z pfedpokladu nezévislosti plynuti
€asu na volbé soufadnic rovna

t(1,X)=T.

Oznaceni slozek argumentu ® a slozek samotného ® navzajem rtiznymi symboly ndm v§ak umozni
korektné pouZit pravidlo o derivaci sloZené funkce. Plati

a—w(TX)—ia—l/v((I)(TX))mﬂ(TX)
oT T [ 00y er

_a—W(t(TX) x(TX))ﬂ(TX)+ia—W(t(TX) x (T, X)) vy (T, X)
- ot ’ ’ ’ oT ’ k:10xk ’ ’ ’ kL,

ow
= E (T»x(T»X)) + U(T,X) 'VW(T)x(T)X))

= 66_1/:/ (Lx(T,X)+ V(T,x(T,X)- VW (T, x(T, X)) . 2.7

Po posledni tpravé mame vSechny funkce na pravé strané (2.7) zapsany ve stejném bodé (f,x) =
(T, x (T, X)). Proto lze (2.7) jeSté pfepsat do operatorového tvaru

ow o xy= (3+V v)w
oT T

—'%(Tx(TX)) (2.8)
ot Tpy T :

T,x(£,X)
kde posledni vztah definuje operator tzv. materidlové derivace

2-—£+V V—£+V-6-
Dt ar Tor N

Pro vektorové veli¢iny operdtor materidlové derivace definujeme po slozkach. Pro funkce

w = (wy, wy, w3): _Fx Vo — R,
W = (W, W, W3): # xR® — R3

definujeme
(DW) _DW;
Dt ); Dt
ajestlize
w(T,X)=W(T,x(T,X),
tak potom

a—w(TX)—w(T (T,X))
or <M T pp XAV
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2.6 Zrychleni materidlového bodu

Zrychleni materidlového bodu a [LT~?] budeme stejné jako v mechanice hmotnych bodii defino-
vat jako ¢asovou derivaci rychlosti. V materidlovém popisu je proto zrychleni ddno vztahem

2

(TX)_@(TX)_a—x(TX) (2.9)
BHX =G A = Gt A '

S vyuzitim materidlové derivace definované vztahem (2.8) pak lze psat

ov

T,X)=—
a(L.X) =57

(T, X) oV (T, % (T, X))
’ = - y X ’ .
Dt
Po aplikaci inverzni transformace X = X (¢,x), T = T (¢, x) = t dostdvame
DV

Funkce % podle rovnosti (2.10) predstavuje zrychleni materidlového bodu X, ktery prochdzi mistem
x v Case t. To je vSak definice funkce A, kterd vraci hodnotu zrychleni v prostorovych soutadnicich ¢, x.
Plati tedy

A(tx)—%(tx)
DT

Pozndmka. Tento vysledek lze formulovat i obecné. JestliZe veli¢ina i popsand v materidlovych sou-
fadnicich funkci @ (T, X) souvisi s velic¢inou w vztahem

v (1,x) = 2% (1%
w y = » y
orT
potom je tatdZ veli¢ina popsédna v prostorovych soufadnicich funkci

W(tx)—w(tx)
T pe T

2.7 Proudnice a trajektorie
V daném Case t € _¢ je v oblasti V (¢) definovano rychlostni pole
V(t-): V() — R

Kfivka takov4, kterd je v ¢ase ¢ vkazdém bodé te¢né k rychlostnimu poli V, se nazyva proudnice (angl.
streamline). Zvolme bod xg € V (¢) a uvazujme kiivku ¢ popsanou parametricky pomoci zobrazeni

p=(s—@©) ‘R — R3.

Potom jestliZe ¢ je feSenim Cauchyovy tlohy (soustavy ODR s pocétecni podminkou)

de B
E_V(t,q)), (2.11)
@ (0) = xo, (2.12)

tak ¢ je proudnice prochdzejici bodem xg. V rovnici (2.11) je t pevné dany parametr.

Pozndmka. Parametrizace neni ddna jednoznacné, a proto lze substituci s = k (5) najit dalsi soustavy
ODR, jejichZ feSeni popisuje stejnou kiivku ¢.
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Zvolme nyni bod Xy € V. K¥ivka popisujici jeho pohyb v ¢ase
p={x(t,Xolte ¢}
se nazyva trajektoriebodu Xy a jeji (pfirozend) parametrizace
@=(—x(tXp)): ¢ R
spliiuje soustavu ODR (viz (2.2) a (2.4))

(;—(f:V(t,(i)):v(t,Xo), (2.13)
@ (0) = X,. (2.14)

Na rozdil od (2.11) vystupuje v rovnici (2.13) t jako nezavisle proménnd. Proto proudnice a trajek-
torie (kiivky ¢ a @) jsou obecné rizné. Pouze v pfipadé, kdy je rychlostni pole V nezavislé na case,
proudnice a trajektorie splyvaji. Tehdy hovoiime o staciondrnim (ustdleném) proudéni.

2.8 Hypotéza kontinua
Necht na R3 je definovana klasickd Lebesgueova mira m3 a mira M. Materialové téleso V povazu-
jeme za kontinuum [RG14, kapitola 1], jestlize pro kazdou (méfitelnou) podmnozinu A c V plati
mz(A)=0 = M(A)=0

(tj. mira M je spojitd vzhledem k ms3) a ¢islo M (A) ma fyzikdlni smysl hmotnosti mnoZiny A. Déle
necht' ¥, resp ¥ je mira (resp. vektorova mira) takovd, Ze pro kazdy bod x € V? existuje limita

o W(BRW)
v = i B )’
resp.
o W(Bp)
v = i Brw)
kde

BR(x)z{ve[R3||v—x|<R}.

Funkci V¥, (resp. ¥) nazyvame extenzivni skdldrni (resp. vektorovou) fyzikdlni velicinou. Pro libovolné
¥ < V potom plati

‘If(Vo)zfu/(x)szfw(x)Q(x)dx,
¥ ¥

‘P(Vo)=fw(x)dM:fw(x)@(x)dx,
¥ ¥

kde
. M(Bg(x)
o= lim ———
R—0+ 57133
je hmotnostni hustota.

Pozndmka.
_avy res _av
V= P YT A

je Radon-Nikodymova derivace miry ¥, resp. ¥.

Napiiklad pro vektorovou miru vyjadtujici hybnost P mame ,specifickou hybnost*, tj. rychlost v

bodé x definovanou jako
V)= lim LBR&D
R—0+ M (BR (x))
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N

Obrazek 2.2: Eulertv pfistup: pevné zvoleny objem 7 a materidlové téleso V () pohybujici se v Case.

2.9 Zakon zachovani hmoty

Jako prvni odvodime matematickou reprezentaci zdkona zachovdni hmoty. UkdZeme si zde néko-
lik pfistupd, s jejichZ pomoci lze vysledek ziskat, a zaroven se pfesvédcime, Ze v§echny vedou k témuz
cili.

2.9.1 Eulerav pfistup s pouZitim koneéného objemu

Jak jsme jiz nastinili v ¢asti 2.2.1, Eulertiv pristup k popisu dynamiky kontinua spociva v popisu
zékonitosti, které maji vliv na vyvoj fyzikdlnich veli¢in v pevné daném bodé prostoru x, resp. v pevné
daném (nehybném) objemu 7 < R3 s hranici 0% (obr. 2.2 ). Zdkon zachovani hmoty v objemu 7 Ize
formulovat tak, Ze

ubytek hmoty v objemu 7 je roven toku hmoty pfes hranici 07 ve sméruvenz 7.

Jestlize p (,x) [kg- m~3] je veli¢ina popisujici hustotu materidlu v prostorovém bodé x a v &ase t,

potom celkovd hmota M [kg] obsaZend v objemu 7 je

M (1) :fg(t,x)dx
4

ajeji ubytek za jednotku €asu je roven
_ di/[ 2.15)
a7 (7). (2.
Nyni uvaZzujme nekonec¢né malou plosku dS < 7 s normadlou n, kterd sméfuje ven z objemu 7 (obr.
2.3). Pro vSechny body x € dS uvaZujeme stejnou rychlost proudéni V (, x). SloZka rychlosti ve sméru
kolmém na dS je potom V - n a hmota, kterd projde ploskou dS za jednotku ¢asu, je rovna

eV -ndS.

Celkovy tok hmoty ven z objemu 7 pfes hranici 07 za jednotku €asu je roven ploSnému integrélu II.
druhu

fQV-ndS=fQV-dS. (2.16)
oV oV
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S

Obrézek 2.3: Eulertiv piistup: pevné zvoleny objem 7 s hranici 07/, ploska dS s vnéjsi normalou n.

Matematické vyjadieni zdkona zachovdni hmoty tedy ddva do rovnosti vztahy (2.15) a (2.16) a vede k
rovnici kontinuity v integrdlnim konzervativnim tvaru

%fgdyﬁerV'ndS:O. 2.17)
v oV

Tuto rovnici lze ddle upravit nejprve pouZzitim Gaussovy véty (véta 7, kapitola 1) a véty o derivaci
integralu podle parametru (véta 4) postupné na

%fgdx+fV-(gV)dx=0,
4 14

f[%JrV'(QV)

dx=0. (2.18)

22

KdyZ uvézime, Ze objem 7 je volen zcela libovolné, mtiZe nulovost integralu (2.18) zarucit pouze nu-
lovost integrandu v celé oblasti, kde se nachdzi materidlové téleso, tj.

e _9 45 (V) =
5 +V-(pV)= = +0;(pVj)=0. (2.19)

Rovnice (2.19) je parcidlni diferencidlni rovnice a nazyva se rovnici kontinuity v konzervativnim (di-
ferencidlnim) tvaru.

2.9.2 Lagrangetiv pfistup s pouZitim kone¢ného objemu

Pro zajimavost pfistoupime i k odvozeni rovnice kontinuity pomoci Lagrangeova pristupu, ktery
sleduje vyvoj pevné zvoleného materidlového bodu, resp. mnoziny materidlovych boda % < V; (obr.
2.4). Celkova hmota v tomto objemu je

M:fp(O,X)dX:fp(O,x)dx.
4 Y
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o

Obrazek 2.4: Lagrangetv pristup: Materidlové téleso V (t) a jeho vyvoj v ¢ase. V rdmci V () je zvolen
objem 7 (1), ktery se pohybuje spolu s materidlovym télesem.

V priibéhu ¢asu mnoZzina materidlovych bodu s touto (stdle stejnou) hmotou M zmeéni svijj tvar i
velikost, takze zaroven plati
M= f o(t,x)dx (2.20)
V(1)
pro kazdé t € _#. Oblast, pies kterou probihd integral v (2.20), se v Case méni, a plati pro ni obecné

V(1) c V(1) (viz ¢ast 2.2). Pfechodem od prostorovych soutfadnic x k materidlovym sourfadnicim X
vSak dostaneme integral pfes casové neménny objem 7%j:

M= f Q(t,x)dx=f9(t,x(t,X))
I

d
deté‘d){:fp(t,xndemdx, @.21)
V() "

pficemz Jacobidn transformace detF = det(g—;) je z pfedpokladu (2.3) nenulovy a mé stejné zna-
ménko pro vSechna X € V. Lze tedy odstranit absolutni hodnotu a plati

+M :fp (1, X) detFdX.
T

Derivaci této rovnosti podle ¢asu dostaneme rovnici kontinuity v nekonzervativnim integrdlnim tvaru

%fp(t, X)detFdX =0. (2.22)
4

Podobné jako v ¢asti 2.9.1 mizeme odvodit pfislusny diferencidlni tvar této rovnice. Zdménou
integralu a ¢asové derivace podle véty 4 a uvdzenim, Ze objem %, byl volen zcela libovolné, dojdeme
k rovnosti

0(p detF)

=0, 2.23
3 (2.23)
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coz je rovnice kontinuity v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru vyjadtend v materidlovych sou-
radnicich.

UkaZme si, Ze rovnice (2.23) je ekvivalentni s rovnici (2.19) odvozenou v ¢asti 2.9.1. Provedeme
¢asovou derivaci souc¢inu a obdrzime

0p ddetF
-L detF =0.
a3 TP g,

Nyni vyuZijeme vztah (2.26) dokdzany jako Lemma 75 v nédsledujici ¢asti 2.10)
OdetF
ot
Po vydéleni nenulovym detF ziskdme rovnost

dp
£ iov.v=0
ot P

a nakonec uplatnime definici materidlové derivace (2.8), ¢imZz rovnice pfejde na

(2.24)

=detFV-V.

Do
— +poV-V =0, 2.25
D: ' © (829)

coz je rovnice kontinuity v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru vyjaditend v prostorovych sourad-
nicich. Nyni jiZ 1ze snadno ziskat vztah (2.19), kdyZ pouze rozepiSeme materidlovou derivaci

Do 0p 0p

= 4V-V=—4V-Vp+pV-V=—+V-(pV)=0.

Dt ot ere ot (Q )
3.38
2.10 Reynoldsiiv transportni teorém

Nejprve ukdZzeme dtilezité pomocné tvrzeni:
Lemma 75. Plati
O0detF
Y =detFV-V. (2.26)

Diikaz. Za predpokladu dostatecné diferencovatelnosti funkce x (¢, X) lze vyjit z vyjadieni determi-
nantu (1.18) a z definice F (2.5), tj.

1 0xy 0xy 0xk
detF=—¢epx€iik=——0 .
31 TKHIRG X 0X; 09Xy
s vyuzitim zdmény parcidlnich derivaci /9t a 8/ X, upravime
odetF _ 18 . 0 (OxI 0xy OxK)
ar 31 K *a1\ax; ax; X
1 0vy 0xy 0xk 0x; 0vy Oxk 0xy 0xy Ovk
Z_EUKgijk ——]— ——]— + —]— (2.27)
3! 0X; 0X; 0Xp 0X; 0X; 0Xy 0X; 0X; 0X;
— —
soucasnéd zdména [«—J,i<j soucasnd zdména [—K,i—k
= S:totéi
1 61/1 GXJ axK 1 aV[ 6xg 6x] de
= —€JKEiik———— = —E[JKEjif— — — ——. 2.28
2 KRG X ax ox, 2 KR sx, 0X; 0X; 0X; (2.28)
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Dle definice matice F~! a vyjadfent jejich prvkii pomoci kofaktorti (1.19) plati

OXi 1 1 1 GX] axK

ox;  detF 1~ detF2 UK UG x o,

Po dosazeni do (2.28) dostavame

ddetF 0X; OV 0x, 0X; 0x; OV, oV oV
= detPo2i O 0% _ o g ORI OXC VT eims,, 20, = det B, = detFV -
ot ox; 0%, 0X; O Bx; 0X; 0xy 5%, ox;  C
)
10

O

Nyninecht % c , je pevné dany kontrolni objem materidlového télesa a oznacme 7 (t) = x (¢, %).
Necht ¢: (0, T) x Vy — R je libovolna funkce a definujme ®(t, x) = ¢ (¢, X) kde x = x (¢, X). Potom plati

;tfq)(t x)dx = — ffb(t x(t,X))|detF (1, X)|dX = — f¢|detF||dX

40 4
[0} 0|detF|
= | — (¢, X)|detF|)dX = | — |detF|+¢ (¢, X dx
fat(qb( )idetrl)ax = [ 52 etk + o 1,30 25
%
Do
:f (—+CI)V~V) |detF|dX
Dt (£,x(2,X))
%
f —+<I)V |4 dx. (2.29)
(t,%)
140)
Po rozepsani operatoru materidlové derivace dostdvame dale
oD
4 f@(tx)dx—f—+V VO + PV - de—[E+V-(fDV)dx. (2.30)

V(1) 40 4]

Vztahy (2.29), resp. (2.30) se oznacuji jako Reynoldstiv transportni teorém.

2.10.1 Rovnice kontinuity jako diisledek Reynoldsova transportniho teorému
Zakon zachovani hmoty v libovolném objemu % c Vj, ktery se v ¢ase ¢ > 0 transformuje na objem
¥ (1), 1ze formulovat jako
M0y =M ()= [ elt,0dx=konst,
40!
z tehoZ

d
1 [ o(t,x)dx=0
/40)

Dosazenim do (2.29), resp. (2.30) s volbou @ = p dostdvame okamZité
Do dp
— +oV-Vdx = —+V-(pV]dx=0
f Dt e f ot (Q )
40) 40

bez ohledu na volbu %, a tedy i 7 (t), coZ znamend, Ze

Do 0p
= 4oV V=4
Dr ¢ ot

To je rovnice kontinuity ve tvarech (2.25), resp. (2.19).

v-(ev) =
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2.10.2 Reynoldsuv transportni teorém pro specifické veliciny

Necht F: (0, T)xR3 - R je libovolna funkce (fyzikalni veli¢ina definovand na jednotku hmotnosti,
tj. specificka velicina). Potom Dosazenim @ = pF do (2.29) dostavame

d D (oF) DF Do DF

— Fdx= | ——~>+pFV-Vdx.= —+ F|—+pV-V| dx= —dx. (231

dth * f pr ¢ = ] eo; Dr € ) * fQDtx 23D
(t V() 40 — 40!

=0 dle r. kontinuity (2.25)

2.11 Popis deformace

V této casti odvodime tvar nékterych matematickych objektd, které popisuji deformaci tekutiny
v priibéhu proudéni. Studium téchto objekt spadd do oboru linedrni a obecné elasticity, z néjz
vSak vybirdme jen znalosti potfebné pro vyklad dynamiky tekutin v kapitole 3. Pfi nékterych sloZi-

Mevs

téjSich tipravach budeme pro piehlednost barevné zvyraznovat nékteré ¢leny v rovnicich, pficemz
vzdy upravujeme Cervené oznaceny vyraz a ziskdvame vyraz modry.
Necht' vektor posunuti u (v prostorovém popisu) je definovan jako

u(t,X)=x(t,X)—x0,X) =x(£,X) - X = (xx (£, X) — Xy) eg.
Uvazujme dva body X, Y € V}, jejichZ vzdjemné posunuti oznacime jako
dX=Y-X.
V Case t se tyto body dostanou do polohy

x=x(t,X)=X+u(t,X),
y=xt,Y)=Y+u(tY). (2.32)
Pro jejich vzdjemnou polohu plati v ¢ase 0 a v Case ¢ (pfiCemz zdvislosti na ¢ nyni pro pfehlednost
vypoustime)
dX=Y-X,
dr=y-x=x(t,X+dX)-x(t,X)
=x(t,X)+Vx(t,X)-dX + o (dX) —x(t,X)
=Vx(t,X)-dX+o0(dX)=F(£,X)-dX + 0 (dX), (2.33)

kde jsme pouzili Tayloriv rozvoj x (¢,-) do 1. fadu, tj. plati

o (dX)
im =
dx—o ||dX]||

Rozepsanim (2.33) po slozkdch dostavame
axi
dxl- = dej +o0(dX). (2.34)

Déle definujeme (v bodé (t, X))

(aui) (a(xi—Xi))
H=Vu-= =|—

ou; ( 6xi
OX]‘ OX]'

—0;i|=F-1 2.

a dosazenim (2.35) do (2.33) dostdvame vyjddfeni pomoci vektoru posunuti

dx=H+ID)-dX+o0(dX)=dX+Vu-dX + o(dX) (2.36)
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2.11.1 Lagrangetiv deformacni tenzor

Pro velikost vektoru vzajemné polohy tj. vzdalenost bodti x, y, plati

du; ou;
ldx|? = |dX + Ve dX + 0 (dX) |2 = dXi+ide+o(dX))(dX,-+ika+o(dX)
0X; 0 Xy

ou; ou; Ou; Ou;
=dX;dX; + —dX;dX; + —dX;dX +— —dX;idX;+o(dX
idAg an jAA; 0X; idAk an aX; jdXk +o(dX)

[ J

g

znaceni indexti:i—j,k—i  znageniindexti: i—k
auk Guk
a ] 6 l
=[|dX 1% +2¢;;d X;dX; + 0 (dX) , (2.37)

ou ]
dX; + X dX]Xm

—Edx;dX; + 0 (dX)

kde e je tzv. (Lagrangetv) tenzor deformace

e—(€~-) ., (aul +6uj+6uk6uk) (2.38)
B A 2\0X;  0X; 0X;0X;) '
Zanedbanim kvadratickych ¢lenti v (2.38) ziskdme symetricky tenzor malych deformaci
_ aul au]
—(6::), &=~ 2.39
e=(eij) &ij=5 (6X] aXl) (239

To vSak dle (1.15) neni nic jiného neZ symetrickd ¢4st tenzoru Vu.
Po dosazeni do (2.36) a vyuziti (1.15) a (1.16) dostavdme

dx+o0(dX)=dX +Vu-dX =dX + (Vt)sym - dX + (Vi)sew -dX =dX + €-dX + w x dX,
kde dle (1.15) a (1.17) plati

(Vi) st = = (Vi VuT)—(l(aui Ou]-))_ £ o
skew—z - 2 aX] aX; - 3 1]
2 %) w1 0

z ¢cehoz
w =rot u.

Navratem k (2.32) a ode¢tenim obou rovnic dostavame

u(t,Y)=u(t,X)+(y-x)- (Y -X)
=u(t,X)+dx—-dX
=u(,X)+&-dX+wxdX +o(dX).

To znamend, Ze posun bodu Y Ize rozlozit na
e u(t,X) ... posun libovolného referen¢niho bodu X,

* &-dX ... dilataci/kontrakci polohy Y vzhledem k X (Symetricky tenzor € je diagonalizovatelny,
ma redlnd vlastni ¢isla a k nim pfisludné tii vlastni vektory, které pfedstavuji tii hlavni sméry
dilatace, resp. kontrakce)

e wxdX... rotaci Y kolem bodu X

* 0(dX) ... deformaci fddu vyssiho, nez je vzdalenost bodt X, Y
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2.11.2 Tenzor rychlosti deformace

Zderivovanim rovnosti (2.33) podle casu ziskdvame rychlost zmény dx v zavislosti na Case (pro
pevné X, Y), neboli
ov;
0X

(dx) iVu(l“X) dX=Vv(t,X)-dX = ( dX])

kde tenzor Vv (t,X) = (g—)’g;) je gradient rychlosti [Rud19] v materidlovych soufadnicich. S vyuzitim
(2.34) 1ze déle upravit

d ov; oV; dxy ) (6 ) (GV,- )
— (dx) = dX; dX; dxy|+o(dX dx;j|+o0(dX)=VV (f,x)-dx+o0(dX),
q; ¥ (an ,) (axkaxj i) =\ oxs Xi [+o(dX) = ax; xj|+o(dX) (z,x)-dx+o(dX)
kde tenzor VV (¢,x) = (g—}g) je gradient rychlosti v aktuédlnich soufadnicich.

Relativni rychlost prodlouZeni tisecky mezi materidlovymi body X, Y, které jsou v Case ¢ na pozici
x,y vzdalenych od sebe || dx|| 1ze vyjadrit jako

Shdxl 1 & (dx1?) 1§ (2e;dXidX;)  1264;dXdX;
Idxl 2 jdx)? 2 Idx|® 2 |dx|?

a dédle upravujeme vyraz

(2.40)

; 0uj
261]dX1dX] d (OUZ —]+%auk

+
dt OX] 0X; an 0X;
B (61/, 51/] N Ovy Oug | Ouk Ouy 0V
\0X; 0X; 0X;0X; 0X;0X;
ov
:2(_]+ al}k Guk
0X; GX] 0X;

)Xm'de

) dX;dX;

) ax,ax,

S pouzitim (2.35) pokracujeme v tipravach

ovi vy (0xx ovj dv; Ovy 0xi
2¢;:dX;dX; =2 | —L + — | =X _ ;| |dX;dX; = 2| —L - —L + —% dX;dX;
“utAe=\6x; T ax; (axi ”“)) 18 (axi 0X; ' 0X; axl) 15
aU] ov; al/k 0Xxj
=2 dX;dX; - —dX;dX;+ —dX;dX;
9X; T ex Y aX, ax;
=0 (jen pfezna‘éreni indexd i,j)
al/k axk aVk ox/¢ 6xk aVk axk ox/t
=2— —dX;dX; = —dX;dX; = dX,—dX;
ox;ox; T OJCg ox;ox; T an oX; 'ox; !
a s vyuzitim (2.34) nakonec dostdvame
0Vj ov; ov;
2¢;:dX;dX; =2—dxpdx; + o] dx —Ldx;dx; + —dx;dx; + o(||dx
ij i J 6)6[ kYAl (” l )(k DG, ]) (\1) 0x] idx; + ox X iUdAj (” l )

_(avi oV

5%, + OXl)dx,dx]+0(||dx|| ).

Po dosazeni zpét do (2.40) mame

a lldxll _ l(av,- avj) dx;dx;
2

— O(dx) =Da+ O (dx),
[ldx|| O0xj 0x;)dxpdxy (dx) « (dx)

kde
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ov; 9V,
axj 6x,~

D=(dij)=(%(

)) = % [VV+ W] (2.41)

je tenzor rychlosti deformace (strain rate tensor) v aktudlnich soufadnicich a « je jednotkovy vektor
ve sméru dx. D je symetrickou ¢4sti tenzoru gradientu rychlosti VV.



KAPITOLA

3

Rovnice dynamiky tekutin

Matematicky popis dynamiky kontinua, tj. popis pohybu a deformace daného materiidlového té-
lesa v zavislosti na ptisobeni vnéjsich a vnitfnich sil, Ize jednozna¢né odvodit ze zdkonti zachovéni v
klasické mechanice, tj.

1. zdkona zachovani hmoty (Lomonosov 1758, Lavoisier 1774) - viz rovnice kontinuity (3),
2. zakona zachovani hybnosti (pfimy disledek tfi Newtonovych pohybovych zakon)
3. zékona zachovdni energie (prvni zdkon termodynamiky),

a déle z fyzikdlnich vlastnosti materiédlu.

3.1 Silyall. Newtoniiv zdkon v tekutiné

¢ postulat: v kontinuu existuji jen povrchové a objemové sily (mélo by byt mozné dokdazat - viz
[Tru9?2])

 Specifickd objemova sila F , resp. intenzita objemové sily Fy jsou definovany limitou

Fix) = 1i Fy(Br((x)) .. Fy(Br(x)) %”Rs 1 . Fy(Br(x))
(x) = lim —— = lim = im .
R—0+ M (Bgr(x)) R—0+ %anﬁ M (Bg(x)) p(x)R—0+ %nR3

¢ povrchova sila ptisobici na jednotku plochy v bodé x s normalovym vektorem n (x) je
T (t,x,n(x)).

Fakt, Ze T nezévisi na dal$ich vlastnostech plochy, tj. nap¥. na stiedni ki'ivosti (mean curvature)
x = V- n ¢i vys§Sich derivacich normadlového vektoru, je pfedmétem tzv. Cauchyho hypotézy,
kterou v r. 1957 dokdzal Walter Noll s vyuzitim Cauchyho fundamentdlniho lemmatu (které

dokaZeme nize) [Tru92], [Gur81, str. 97].
* vnitfni a vnéjsi sily

— vnitfni plisobi v rdmci sledovaného systému

weve

- vnéjsi plisobi prostiednictvim objekti mimo sledovany systém

53
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T=nuh
A = AUS

Obrézek 3.1: K odvozeni Cauchyho lemmatu, tj. principu akce a reakce povrchovych sil

Formulujeme zdkon zachovani hybnosti a momentu hybnosti v obecném tvaru (zdkon sily). Necht
opét je ¥y < Vy pevné ale libovolné zvoleny kontrolni objem materidlového télesa. Hybnost hmoty,
ktera tento objem vypliiuje a v ¢ase ¢ se dostane do objemu 7 (t), podléhd zdkonu sily

d
ande= f T(t,x,n)dS + f oFdx 3.1)
V() av (1) 40

a moment hybnosti této hmoty (vzhledem k po¢atku soufadné soustavy') spliiuje

d
EfoXde: f X X T(t,x,n)dS+fpx><Fdx. (3.2)
Y (t) v (1) 40)

Od vztahu (3.1) platného nezdvisle na volbé objemu %, dojdeme k diferencidlnim rovnicim popisuji-
cim bilanci (zdkon zachovéni) hybnosti. Vztah (3.2) nevede k dalsi nezavislé rovnici popisujici prou-
déni, nebot’ moment hybnosti (angular momentum) kazdého kone¢ného objemu 7 lze popsat po-
moci hybnosti (linear momentum) elementarnich podobjemt d% o c %, splnujicich (3.1). Vztah (3.2)
ma vSak pfi [%| — 0 dlisledky pro tvar sily T (t, x, i), které si vzapéti ukdZeme.

3.2 Tenzor napéti

Uvazujme rozdéleni objemu 7 na dvé ¢asti %, = 7} U7, a hranici mezi nimi oznac¢me X. Pfi-
sludné mnoziny v ¢ase t > 0 maji tvar x(¢,71), x(t,72), x(t,Z). Je-li n vnéjsi normélou k x(¢,77) v
bodé & ex(t,X), pak je —n vnéjsi normélou k x(z,72) ve stejném bodé. Formulujeme-li (3.1) zvlast
pro 71,7, dostaneme

d

a4 f oVdx = [ T(t,x,n)dS+ f T(t,x,n)dS+ f oFdx, 3.3)
x(t,%) x(t,2) x(t,71) x(t,%1)

d

1 f oVdx = f T(t,x,—n)dS+ / T(t,x,n)dS+ f oFdx. (3.4)
x(t,%2) x(t,%) x(t,%) x(t,%2)

Sec¢tenim (3.3)-(3.4) dostavame

d
Efdex: f [T (t,x,n)+ T (t,x,—n)]dS+ f T(t,x,n)dS+[@Fdx (3.5)
140 x(t,%) oV (1) 40

IBilanci momentu hybnosti vzhledem k libovolnému bodu x¢ bychom ziskali nahrazenim x vyrazem (x — xq) v (3.2).
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Obrézek 3.2: Argument Ctyfsténu k odvozeni existence tenzoru napéti. Bez ijmy na obecnosti je jeden
z vrcholti Ctyfsténu zobrazen v pocatku soufadné soustavy, tj. x = 0.

a odecCtenim (3.1) nakonec

[ [T(t,x,n)+T(t,x,—n)]dS =0.
x(t,2)

Vzhledem k tomu, Ze pfislusny objem 7 i jeho fez X byly voleny libovolné, musi platit
T(t,x,-n)=-T(t,x,n) Vx,Vn,

cozje tzv. Cauchyho fundamentalnilemma a jde de facto o III. Newtontiv zdkon (zdkon akce a reakce).

Pfedstavme si nyni takovy kontrolni objem 7%, Ze jeho tvar v Case ¢ je Ctyfstén ¥ := ¥ (t) = x (t, W),
jehoz tfi stény Si, S2, S3 jsou kolmé k osdm soufadné soustavy (obr. 3.2). Vnéjsi normadla k sténé S;
je n; = —e;. Ctvrtd sténa S ma jednotkovy vektor vnéj$i normdly n. Podle véty o stiedni hodnoté 1ze
vyjadrit ptisobeni povrchovych sil na ¢tyfstén jako

fT(t,x,n(x))dS=T(r,z,nnSl+T(t,«:1,n1)|81|+T(t,fz,nz)|Sg|+T(r,£3,ns)|83|, (3.6)
oV

kde«ijSj,fes.Déle:
e Z Cauchyho lemmatu plati T(t,ij,nj) = T(t,fj,—ej) = —T(t,«fj,ej).

* Plocha S; je projekci plochy S do roviny soufadné soustavy s normdlou e}, a proto jeji obsah
spliuje
i

0
Is| 7

kde n = (n;). nj je totiz projekce normalového vektoru n do sméru e;.
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Dosazenim téchto faktt do (3.6) dostdvdame dle (3.1) bilanci hybnosti pro ctyi'stén 7 v podobé

% (PV)|(L§7) VI=(T(t,&n)—T(t,&,e1)n1—T(t,&,,e2) n2—T(t,&3,e3)n3) S|+ QF|(L€7/) 171,

3.7
kde byla opét vyuzita véta o stiedni hodnoté pro objemové integraly, tj. € %, &;,&y € 7. Skalujme
nyni v§echny strany &tyfsténu 7 fakorem e. Protoze |S| = O(€?) a [¥]| = O(€3) = o (e), tak vydélenim
(3.7) islem €% a provedenim limity € — 0 dostavame

0=T(t,x,n)-T (t,x,e1)n, —T(t,x,ex) ny — T (t,x,e3)ns,
neboli
Tt x,n=T(x) n, (3.8)

kde
T(t,x)=( T(t,x,e1) T(txe) T(txe3))=(T(txe;);)=(tij)

je tenzor napéti, jehoz j-ty sloupec vyjadiuje vektor povrchové sily ptisobici na jednotkovou plochu s
normalou e;.

3.2.1 Symetrie tenzoru napéti

S vyuzitim (3.8) lze pfepsat plosny integrél v (3.2) do tvaru

fxxT(t,x,n)dS= f xx(T-n)dS = f Eijkxj(T-n)keidS=£ijke,~ f XjTrndS.
ov (1) v (1) v (1) ov (1)
...dle Greenovy formule (véta5)...

0 aTkl
:gijkeifO_M(xjrkl)dngijkeif(5jlrkl+xja_xl)dx
405! 40
=€ e~f(r +x-6rkl)dx (3.9
=¢€ijk€i kj j axl . .
V(1)

Na levou stranu (3.2) pouZijeme Reynoldstiv transportni teorém pro specifické veli¢iny (2.31) a dosta-
vame

d f x x Vdx f D (xx V)dx f Dx V+x bv dx f (x DV)dx (3.10)
-_— X = — X = — X X — = X — . .
dt e QDt e Dt Dt e Dt

V(1) 40 /40) m 140

Po dosazeni obou takto upravenych ¢lenti (3.9) a (3.10) zpét do (3.2) mame jiz vSechny ¢leny pod
objemovym integrdlem

DV 61kl
f@(xxﬁ)dx:feijke,-(rkj+xja—m)dx+f@xXFdx. (3.11)
405! 1405 40

Nyni oznac¢me € = diam 7 (¢) a bez jmy na obecnosti volme % tak, aby 0 € 7 (£). To pouze znameni,
Ze reprezentujeme moment hybnosti vii¢i bodu, ktery je uvnitt 7 (¢), a odpovida to pitislusné volbé x,
v (3.2) - viz pozndmka 1 na strané 54. Potom ovSem | x|l = O (¢). JestliZze vydélime (3.11) €3, budeme
Skalovat objem 7 (#) kolem bodu 0 (=x¢) a provedeme limitni pfechod pro € — 0, vS§echny ¢leny v
(3.11) ndsobené x budou mit limitu rovnou nule a zbude jediny ¢len, pro ktery tedy musi platit

EijkeiTkj'(t,xo) =0.
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Po slozkach tedy plati

€1jkTkj =0 < T23 =732,
E2jkTkj =0 < T13=7131,
E3jkTkj =0 = T12=721,
coz znamend, Ze tenzor napéti T je symetricky. M4 tedy redlnd vlastni ¢isla a tfi na sebe kolmé vlastni

vektory, které se nazyvaji hlavni napéti (principal stresses), resp. hlavni sméry napéti (principal stress
directions).

3.3 Rovnice zdkona zachovani hybnosti v obecném tvaru

Vezméme rovnici

d
angdx: f T(t,x,n)dS+[9Fdx. 3.1)
V(1) v (1) 40

i-t4 slozka této vektorové rovnice udava bilanci i-té slozky hybnosti, tj.

d
a4 f oVidx = f T; (t,x,n)dS + f oFidx. (3.12)
V(0 ov (1) V(1)

Vyuzitim Reynoldsova transportniho teorému s volbou ® = pV; a vztahu 3.8 dostdvdme dosazenim
do (3.12)

0
/&(QV,-)+V-(QV,~V)dx: f (T(t,x)-n)idS+fQF,~dx,
40 oV (1) 40

coZ lze zapsat s vyuzitim Einsteinovy sumace také jako

0
f&(gw)mj(gvivj)dx: f Tijnjd8+fQFidx, (3.13)
40 oV (1) V()

Déle aplikujeme Greenovu formuli na plo$ny integral v (3.13), ¢imZ ziskdme

0
f&(gvi)+0j(QViVj)dx=fajr,-jdx+[QFidx.
V(1) 40) 40

Vzhledem k libovolné volbé objemu 7 musi téZ platit rovnost integrandii

o(oV;
%+0]’ (QV,‘Vj)Z@jTij+QFi, ie{l,2,3}, (3.14)

coz je zdkon zachovdni hybnosti v konzervativnim (diferencidlnim) tvaru pro obecnou tekutinu. Sys-
tém rovnic (3.14) lze s vyuZzitim V;V; = (Ve V); j biepsative vektorovém tvaru

a(pV
%+V-(QV®V):V-T+QF. (3.15)
Alternativneé lze pro tpravu levé strany (3.12) vyuzit misto (2.30) Reynoldsova transportniho teorému

pro specifické veliciny (2.31) a tim ziskat zdkon zachovéni hybnosti v nekonzervativnim tvaru
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DV; ,
o——=0;7;j+pF;, i €{1,2,3}. (3.16)
Dt
resp. ve vektorovém tvaru
OV . TioF (3.17)
Dr T o '

3.4 Jednoduché tekutiny
Tekutina se nazyva jednoduchd, jestlize tenzor napéti (3.8) ma tvar
T=-PI+Tp (3.18)

kde
Tp = (7ij) (3.19)

je tzv. dynamicky tenzor (viskézniho) napéti (viscous stress tensor), ktery zavisi na t, x pouze prostied-
nictvim rychlosti pohybu tekutiny a jejich derivaci tak, Ze Tp = 0 v§ude, kde jsou V a jeji derivace
rovny nule. Skaldrni veli¢ina P se nazyva (termodynamicky, resp. hydrostaticky) tlak [Haz13], ktery
odpovida sile na jednotku plochy piisobici kolmo na danou plochu v materidlovém télese, které je v
klidu. Plati proné&j P = P (p, T), kde T je absolutni (termodynamickd) teplota, a je ddn stavovou rovnici
tekutiny (viz ¢4st 6.2.1). Zdkon zachovani hybnosti m4 pro jednoduchou tekutinu tvar (konzervativni,
resp. nekonzervativni)

a(evi)
—5; Toilevivj) =
DV; _ .
o Dt :—6,~P+6jr,-j+9F,-, i€{1,2,3}, (3.20)
resp. ve vektorovém tvaru
a(pV)
+V:-(pVeV)]=
~ (eveV)
DV
QEZ—VP+V-TD +oF. 3.21)

Predmétem naseho dalsiho studia budou pouze jednoduché tekutiny.

3.5 Newtonovské tekutiny a Navierovy-Stokesovy rovnice

V této ¢asti odvodime konstitutivni vztahy pro dynamicky tenzor napéti Tp pro tzv. newtonovské
tekutiny, coZ je model pouZitelny pro fadu tekutin, s nimiZ se v praxi €asto setkdvdme (vzduch, voda,
olej, ...). Teorii konstitutivnich vztahti 1ze vSak budovat mnohem rigor6znéj$im zptsobem, ktery je
nad rdmec tohoto pfedmétu [Mar11, Haz13].
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3.5.1 Objektivni veli€iny

Tvar tenzoru napéti (a obecné dalsich termodynamickych veli¢in, jako je Helmholtzova volna
energie, které zde neuvazujeme), zavisi v konkrétnim materidlu na intenzivnich fyzikalnich velici-
ndch, které jsou tzv. objektivni [Haz13, kapitola 5], tj. nez4vislé na transformaci soufadné soustavy ve
tvaru

X(=Q®x+C(), (3.22)

kde C je vektor translace a Q je ¢asové zévisld ortogondlni transformace. Vektorova veli¢ina A se na-
zyva objektivni, jestliZe se jeji velikost neméni transformaci soufadnic. Konkrétné pro vektor vza-
jemné polohy

A=x-y
plati s uzitim (3.22)
A'=Q(1) A,
z ¢ehoZ (s vyuzitim QTQ =1I) plyne
|4)* = 141

Podobné tenzor M (jakoZto matice — viz ¢ast 1.2.8) je objektivni, pravé kdyz transformuje objektivni
vektory na objektivni vektory, tj.
M'A'=Q(1)MA,

z ¢ehoz
M =Q'MQ. (3.23)

Naopak napf. vektory rychlosti a zrychleni objektivni nejsou. S pouzitim (3.23) lze ukdzat, Ze gradi-
ent rychlosti VV neni objektivni veli¢inou, ale jeho symetricka ¢ést, tj. tenzor rychlosti deformace
D dany vztahem (2.41), objektivni je. Proto budeme uvazovat zavislost Tp na rychlosti mechanické

deformace pravé prostfednictvim D.

3.5.2 Newtonovské tekutiny

Predpoklddejme, Ze Tp je zavisly pouze na tenzoru rychlosti deformace D (tj. neni zavisly napft.
na gradientu teploty). Navic pfedpokladejme, Ze tekutina nemé Zaddnou vnitini strukturu a je tzv. izot-
ropni (jeji vlastnosti jsou nezévislé na sméru). To znamen4, Ze Tp je izotropni tenzorovou funkci D.
Pro libovolné n € N je funkce F (D) = D" = DDD - - - D zfejmé izotropni, prozoZe dle definice (1.20) plati

nx
pro ortogondlni Q

Q"F(D)Q=Q'D"Q=(Q"DQ)" =F(Q'DQ).
Navic tenzor D je symetricky, takze i kazdd jeho mocnina spliiuje (D™) T = D”. Uvazujme tedy zavislost
ve tvaru kone¢ného souctu [Haz13, kap. 7]

Tp (D) =) @,D",
n

kde @, jsou Cisla, kterd uz nemohou byt zavisla na prvcich tenzoru D = (d; ;) v konkrétni bazi, ale
mohou byt z4visld na jeho invariantech. Bez tijmy na obecnosti 1ze pfedpoklddat zavislost na hlavnich
invariantech (viz ¢4st 1.2.10)

a=a(h,ph,pl3),

protoZe jakykoliv dal$i invariant z nich lze jednoznac¢né dopocitat. Potom Tp bude symetricky tenzor
a bude izotropni funkci D. Dle Cayleyho-Hamiltonovy véty plati

ID)=-D3+p1D’—pLD+piI=0,
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coZ znamen4, Ze véechny mocniny D” pro n = 3 lze vyjadfit pomoci I, D,D? a invariantti. Lze proto
napsat

Tp (D) = apl + a; D + ayD? (3.24)

projistd ag, a;, a2, kterd jsou funkcemip Iy, p I», p I3. Toto je obecny konstitutivni vztah pro tzv. Reinerovy-
Rivlinovy tekutiny [Haz13, kap. 7].

JestliZze ovS§em uvazujeme striktné linedrni zavislost na D, dostdvame konstitutivni vztah pro new-
tonovské tekutiny. V tom ptipadé zfejmé musi ay = 0, a; = konst. a @y mliZe byt pouze ve tvaru

ay=p'phL =y TtD=p'd;; =/'Vv-V,

nebot invarianty p I», p I3 maji kvadratickou, resp. kubickou zavislost na D - viz ¢ast 1.2.10. Dosadime
do (3.24) a s konvenci a; = 2u dostdvdme

TpM) =y (V-V)I+2uD,
TD)=(-P+u'V-V)I+2uD. (3.25)

Koeficient p, ktery obecné zavisi na teploté T a hustoté p, se nazyva koeficient dynamické viskozity a
W' se nazyva druhy (dilatacni) viskézni koeficient .

Pozndmka. Vztah pro Tp lze odvodit i z pfedpokladu izotropni linedrni zavislosti na tenzoru rychlosti
deformace D ve tvaru

Tij=Qjjkedre + Pij,
kde A= (a; k), B=(Bij) jsou izotropni tenzory (viz €ast 1.2.11).

Rozepséanim Tp = (7;) po slozkdch dostdvame

ov; 0V;
f,’j :p’(S,-jV-V+p(a—’. P) ]) Iﬂ/5ij6kvk+[.t(0jvi+0ivj'), (3.26)
Xj Xi
resp. vrozepsaném tvaru
Tij = W0y Vi +2p0;V;, 3.27)
Tij=Tj;=p(0jVi+0;Vj), i #]. (3.28)

Uvedené vztahy lze interpretovat jako efekt viskozity tekutiny, kde rizné rychle proudici vrstvy teku-
tiny se o sebe tfou a plisobi na sebe silou, kterd je imérna rozdilu jejich rychlosti.

Dosadime-li vztahy (3.27)-(3.28) do rovnic (3.20), dostaneme tzv. Navierovy-Stokesovy rovnice’
v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru, které popisuji stlacitelné proudéni vazké newtonovské
tekutiny

2V §ir§im smyslu rozumime Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi cely systém rovnic popisujici proudéni, tj. rovnice
(3.30)—(3.32) spolu s rovnici kontinuity a rovnici energie (viz ¢ést 3.9).
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DV;
e Dt
resp. v rozepsaném tvaru

=—0;P+0;(1/6;j0kVi+1(0;Vi+0;V;)) +0F;, i €{1,2,3}, (3.29)

DV1__6P+ 0 R 6V1)+ 0 (6V1+0V2) 0 (6V1+6V3) g
e Dt 0x; 0x1 K “Oxl 0xo K 0xp, 0x 0x3 0x3 0x; es
(3.30)
DV, 0P 0 (GVZ 6V1) N 0 ( V42 6V2)+ 0 (6\/2+61/3) + oF
e Dt 0x; 0x1 H 0x; O0xp 0xo # 'uaJCZ 0x3 0x3 O0x» 02
(3.31)
DV3 6P+ 0 (6Vg+0Vl) 0 (6V3+0V2) . 0 ( S o0Vs -
e Dt 0x3 0x1 # 0x; 0x3 0xy 0x; O0x3 0x3 K #axg 3.
(3.32)
3.5.3 Stokesova hypotéza
Tzv. mechanicky tlak se ¢asto [Burl5] definuje jako
P, = lTrT— L i (3.33)
mech = 3 = 3711» .

tj. jako prameér sil plisobicich na tii jednotkové plochy orientované kolmo na osy soufadné soustavy.
Na volbé soufadné soustavy pfitom nezdleZi, protoZe jde o invariant tenzoru T (viz €4st 1.2.10) .
Pro jednoduché tekutiny definované vztahem (3.18), a tedy i pro newtonovské tekutiny, plati v klidu
Prech = P Jak je to vSak pfi pohybu?

Tenzor rychlosti deformace D lze zapsat jako soucet jeho izotropni (volumetrické) ¢asti

1 1
Diso == (TrD)I==(V-V)I
iso 3( ) 3( )

a zbytku, tzv. deviatorické ¢4asti s nulovou stopou
1 2
Dgey =D —Dijgo = 5 (aiVj+0]~Vl-)—§6ijaka .

Dosazenim do tvaru tenzoru napéti (3.25) mame

2
T=(-P+u'V-V)I+2uDiso + Dgev) = | —P + ,u'+§u V-V |1+2uDgey

——
=K

= (=P +xV-V)1+2uDgey,

kde x =y’ + % U je tzv. koeficient objemové viskozity (volumetric viscosity, bulk viscosity coefficient) a
dynamicka viskozita p se vtomto kontextu nazyva téZz smykovou viskozitou (shear viscosity). Dle (3.33)
pak plati

Pech =P —xV-V.

Obvyklym predpokladem je, Ze hydrostaticky a mechanicky tlak jsou stejné i pii pohybu, coz vyjadiuje
tzv. Stokesova hypotéza vztahem

2
k=0, resp. ' = —gh (3.34)
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V [Gad95] a novéji v [Burl5] se diskutuje, Ze pro urcité tekutiny (jednoatomové dostatecné ziedéné
plyny) Ize tento vztah odtivodnit i kinetickou teorii plynd, av§ak v obecnosti neplati. Existuji experi-
mentédlni metody [Gad95], jimiZ lze x zméfit, a u zcela béZnych materidld (plyny jako kyslik, dusik)
je ziejmé x stejného fadu jako u. U CO2 je dokonce x zhruba tisickrat vétsi nez u. Dlivod, proc lze
Stokesovu hypotézu pfesto pouzit a dosdhnout realistickych vysledkd simulaci proudéni je totiz spise
ten, Ze (nejen) pro tyto materidly bézné plati

[xV- V|« P.

Vyjimkou jsou extrémni situace jako nadzvukové proudéni pfi vstupu kosmického modulu do pla-
netarni atmosféry s vysokym obsahem CO,. V fadé piipadli neni naopak Stokesova hypotéza viibec
potieba, jak se dozvime dale v ¢4sti 3.7.

3.6 Nevazké proudéni - Eulerovy rovnice

V nékterych pfipadech lze viskozitu tekutiny zanedbat. Tehdy hovofime o tzv. nevazké (idedlni)
tekutiné. PoloZenim p =y’ = 0 v (3.30)—(3.32), resp. 7;; = 0 v (3.20) dostdvdme tzv. Eulerovy rovnice v
nekonzervativnim (diferencialnim) tvaru

bVi _ 0;P + oF; (3.35)
Q Dt - 1 Q 1y o
resp. ve vektorovém tvaru
bV _ VP +oF
p Dt - Q )

coz ziskame dosazenim Tp = 0 do (3.17).

3.7 Nestladitelné proudéni

Pti nestlacitelném proudéni se v Case neméni objemova mira v Zzadném kontrolnim objemu teku-
tiny 7y < Vp, tj. (podobné jako v2.21) mame

1713(7/0)=deé f dxzf
) T

40

deta—x’dX: f detF|dX, (3.36)
oxX
I

z ¢ehoZ dostavame
f (1-|detF))dX =0
%

a vzhledem k libovolné volbé 7, musi
|detF| =1. (3.37)

Nyni zderivovdnim (3.37) podle ¢asu a vyuZzitim (2.26) dostavame
V-V =0;V;=0, (3.38)
Za tohoto pfedpokladu pak dostdvdme rovnici kontinuity (2.19) ve tvaru tzv. transportni rovnice

9 9 9 Do 0
0=24v (pV)=L+v.Vp+pv-Vv="Liy.yp=-2-2F

=—. 3.39
ot ot ~— 0t Dt ot ( )
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Hustota p vyjaddfend v materidlovych soutadnicich je tedy nezavisld na case. Z toho je vidét, Ze pod-
minku nestlacitelnosti spliiuje proudéni tehdy, je-li libovolné poc¢atecni rozlozeni hustoty pouze una-
Seno spolu s proudénim. Je-1i tekutina na po¢atku homogenni, tj. p = konst., pak musi platit p = konst.
vlibovolném case t a pro kazdé x € V (¢).

3.8 Rovnice proudéni nestlacitelné tekutiny

Pro jednoduchost nyni pfedpokladejme
o = konst.

Potom pfimo z rovnice kontinuity (2.19) dostdvame podminku nestlacitelnosti (3.38). Pfedpokla-
dejme navic, Ze kinematickd viskozita (a tedy i dynamicka viskozita u) je rovnéZ konstantni. Pfimym
dosazenim (3.38) do (3.30) ziskame

DV;
e Dt

= —aiP+[,L6j ((0]-Vi+6iVj))+QFi

:—aiP+IU 6]]‘/;4'61]‘/] +0Fii€{1»2’3})
~——
=0
=—-0;P+ [,Laiji. (3.40)

Oznaceny ¢len se rovna nule, nebot’ jde o zderivovanou rovnici kontinuity 0 Vi = 0 podle x; (s pfed-
pokladem zdménnosti derivaci). Ve vektorovém tvaru mame

DV
05, =—VP+uAV +F. (3.41)

Po vydéleni hustotou g ziskdvame ¢asto pouZivany tvar

DV _
—=-VP+vAV +F, (3.42)
Dt
kde
v="E (3.43)
e
je tzv. kinematickd viskozita a
.
pP==— (3.44)
e

je kinematicky (normalizovany) tlak.

Za uvedenych pfedpokladti je systém rovnic (3.38), (3.42) doplnény o stavovou rovnici tekutiny
(viz sekce 3.10) uzavieny a feSitelny bez pouZiti zdkona zachovani energie, ktery odvodime v nésle-
dujici sekci. TotéZ plati o nevazkém proudéni pfi konstantni teploté.
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3.9 Zakon zachovani energie

3.9.1 Zakon zachovani celkové energie

Nyni se budeme zabyvat zdkonem zachovéni celkové energie pro jednoduché tekutiny. Stejné jako
v €asti 3.1, necht’ 7 je pevné zvoleny kontrolni objem materidlového télesa Vj a jeho tvar v Case ¢ je
¥ (). Oznacme jako E (¢, x) specifickou vnitini energii (na jednotku hmotnosti). Celkové (kinetickd a
vnitini) energie latky obsazené v objemu 7 () je potom
1
&) = f 0 (E+ zV2) dx, (3.45)
7 (1)
kde jsme oznacili V2:=V.-V=V;V; = ||[V|?. Casovd zména této hodnoty je souctem:
1. Vykonu povrchovych sil (tlaku a visk6znich sil) na hranici objemu 07/, t;.
f V- (Tn)dS = f Vi (Tn);dS = f Vitijn;jdS = f 0j(Vitij)dx. (3.46)
a7 (1) oV v 40
2. Vykonu objemovych sil na latku v celém objemu 7
f F-(pVdx)= f oF;V;dx. (3.47)
V(1) 40!

3. Toku vnitini energie pres hranici 07 v disledku difuze (vedeni) tepla materidlem. Tepelny tok
smérem dovniti objemu ¥ pies plosku dS s vnéjsi normalou n v disledku vedeni tepla je dan

Fourierovym zdkonem

oT
A—dS=AVT -ndS (3.48)
on

kde A [W-m™!-K™1] je koeficient tepelné vodivosti. Proto celkovy tepelny tok ptes hranici 0%
zpusobeny vedenim tepla je

f AVT-ndS = f AaiTnidS=f@i(/w,-T)dS=/V-(AVT)dx. (3.49)
v (1) oV (1) V() V(D

4. Vykonem objemovych zdrojt tepla v objemu 7. Je-li tepelny vykon objemovych zdrojti tepla na
jednotku hmotnosti roven Q, celkovy tepelny vykon v objemu 7 (1) je

f oQdx. (3.50)

Sectenim vSech téchto prispévk (3.46)—(3.50) dostavame bilanci celkové energie

d¢ d 1 .
E=Efg E+EV2)dx=fOj(V,-T,-j)+QF,-V,-+6,-(/16,~T)+9de.
V(1) 40)

S pouzitim Reynoldsova transportniho teorému pro specifické velic¢iny (2.31) s volbou ® = E + %VZ a
s uvazenim, Ze volba 7j byla libovolnd, dostdvdme rovnost integrandti ve tvaru

D 1 .
QE(E+§V2) =0;(ViTij) +0F; Vi +0; (10; T) + 0Q, (3.51)

neboli zdkon zachovéni celkové energie v (nekonzervativnim) diferencidlnim tvaru. Konzervativni
tvar (ziskany pomoci (2.30)) neuvddime, nebot neni tak kompaktni.
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3.9.2 Zakon zachovani vnitini energie

Je zfejmé, Ze kinetickd energie, stejné jako hybnost, neni objektivni veli¢inou (viz ¢ést 3.5.1). Rov-
nici (3.51) lze v8ak zjednodusit. Vyjdeme z rovnic obecné bilance hybnosti

DV; .
QD_t =ajTl'j+QFl', 1€{1,2,3}, (3.16)
které vyndsobime V; a secteme pfes i, ¢imZ ziskdme
Vi
Y Vi=Vi0jtij+pF;V;. (3.52)
——
D12
Dt 2
Odectenim (3.52) od (3.51) pak obdrZime
DE .
QEIT,']@]'V,' +0; (M,-T)+QQ, (3.53)
resp. ve vektorovém tvaru
DE .
QD—t:T~VV+V-(/1VT)+QQ, (3.54)

coz je zdkon zachovdni vnitini energie v nekonzervativnim (diferencidlnim) tvaru.

3.9.3 Zakon zachovani vnitfni energie pro jednoduché tekutiny

Dosazenim vztahu (3.18) do (3.53) dostdvdme rovnici bilance vnitfni energie pro jednoduché te-
kutiny

DE 5 .
QE = (—P5,-j+rl~j)6jv,- +6,~ (/laiT)-}-QQ,

==P0;V; +7j0;V;+0;(10; T) + 0Q,
neboli ve vektorovém tvaru

DE -
QE:—PV-V+TD'VV+V'(/1VT)+QQ.

3.9.4 Zakon zachovani vnitini energie pro nevazké proudéni

Pti nevazkém proudéni, které popisuji Eulerovy rovnice (viz ¢ast 3.6), se obvykle navic zanedbéava
i vedeni tepla, tj. pokldddme p =0 a A = 0. Zédkon zachovani vnitfni energie ma potom tvar

DE _ PV-V+0Q (3.55)
QDL‘_ oW. .

3.10 Uzavfenisystému rovnic pro proudéni tekutiny

Dosud jsme odvodili nékolik rovnic, které v procesu proudéni tekutiny vyjadiuji zdkony zachovani
fundamentélnich fyzikdlnich veli¢in. Jde o 1 rovnici pro zdkon zachovdni hmoty (¢ést 2.9), 3 rovnice
pro zdkony zachovani sloZzek hybnosti (¢ast 3.3) a 1 rovnici pro zdkon zachovéni energie (sekce 3.9).
Celkem tedy mame 5 rovnic pro hustotu p, 3 slozky hybnosti pV;, vnitini energii E, absolutni teplotu
T a tlak P 3. Proménnych veli¢in je tedy 7 a je zfejmé, Ze pro nalezeni jednoznaéného feseni bude

3Symbolika odpovida eulerovskému piistupu a piislu§nému konzervativnimu tvaru rovnic. Toto znageni dodrzime v
celé sekci (3.10).
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tfeba jesté 2 dalsich rovnic. Témito rovnicemi jsou
1. vztah mezi vnitini energii a absolutni teplotou,
2. stavova rovnice tekutiny.

Tyto vztahy budou podrobnéji zkoumdany v ¢astech 6.1 a 6.2.

3.11 Rovnice potenciidlniho proudéni

Predpokldddme staciondrni nevifivé nevazké a izentropické proudéni. Staciondni znamena, Ze
parcidlni derivace vSech veli¢in podle ¢asu jsou rovny nule. Nevirové ve 3D znamend

rotV =0, (3.56)
coZ je ekvivalentni s proudénim potencidlnim, tj. existenci funkce ® takové, ze
V=Vo.

Podminka (3.56) totiZ odpovid4 exaktnosti (a tedy integrovatelnosti) diferencidlni formy V;dx;. Ve
dvourozmeérné oblasti je odpovidajici podminkou exaktnost diferencidlni formy

Vldxl + ng.X'z,

tj. musi platit (relace uzavienosti)
(32V1 —(31V2 =0.

Soustava Eulerovych rovnic v konzervativnim tvaru pro staciondrni proudéni lze zapsat
d1(eV1)+02(eV2) = O,

01(9V12+P)+02(QV1V2) = 0,
01 (oV1V2) + 02 (0V4 + P)

Z Eulerovych rovnic (ZZH) v nekonzervativnim tvaru lze pak odvodit
1
—zpd(vlz +V3)=dp

a protoZe pro lokdlni rychlost zvuku plati

oot
dp
dostavame d
__ 4 _ p 2, 1,2
dp__?__z_azd(vl +V2)

a z toho spocitdme 0, p, 02 p. Po dosazeni do rovnice kontinuity a vyjadieni V; = 6,®, V, = 0,® dosta-
neme tplnou potencidlni rovnici (bez explicitniho vyskytu p) ve tvaru

1 1 2
01, @ (1 -= (alcp)z) + 020 ® (1 -= (02@2) — —0,00,001,® = 0.
a a a



KAPITOLA

4

Matematicka analyza rovnic proudéni

V této kapitole se stru¢né sezndmime s nékterymi principy a matematickymi ndstroji, které se
pouzivaji v matematické analyze tloh proudéni. Cilem této analyzy je ukézat, zda, za jakych predpo-
kladti a v jaké podobé existuje fesSeni tiloh proudéni, a pokud existuje, je-li jednoznacné.

4.1 Formulace problému nestlacitelného proudéni

Necht' Q = R3 je oblast s lipschitzovskou hranici (viz definice 29) a _# = (0, fmax) je Casovy interval.
Problémem, ktery budeme zkoumat, bude problém nestlacitelného proudéni ve tvaru

V-V=0, (3.38)
DV -

— =-VP+vAV +F, (3.42)
Dt

pro nezndmé V a P, kde v = £ je tzv. kinematickd viskozitaa P = g je kinematicky tlak (viz ¢ésti 3.7 a
3.8), s okrajovou podminkou
V(t,%)oq =W (t,x). (4.1

Integraci (3.38) pfes Q a pouzitim Gaussovy véty (Dusledek 7) zjist ujeme, Ze funkce W musi spliiovat

f W-ndS=0.
0Q
Pocétecni podminka je zaddna funkci
V(O,x)=Vy(x), x€Q, (4.2)

splnujici podminku solenoiddlnosti (divergence-free)

V-Vo(x)=0, xeQ. 4.3)

4.2 Poissonova rovnice pro tlak

JestliZe na (3.42) aplikujeme operdtor divergence, dostaneme

DV -
V-D—t=—V~VP+VV~AV+V~F. (4.4)

67
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Oznaéme ® = V- V. Nalevé strané (4.4) dostaneme z definice materidlové derivace (2.8)
DV ov
Vi—=V:|—+V.-VV

—aq)+v (V-VV)
Dt ot T ot '

Na pravé strané (4.4) 1ze upravit
vV-AV = Vaiakkvi = VakkiVi = V@ikai = VakkaiVi =vAD.

(4.4) Ize tedy zapsat jako
_ 0D
AP+V-(V-VV)—V-F:VA©—E. (4.5)
Z podminky nestlacitelnosti (3.38), tj ® = 0, plati tzv. (zjednodusend) Poissonova rovnici pro tlak (PPE
- Pressure Poisson Equation)

AP=-VV-VV+V-F. (4.6)

Podminka nestlacitelnosti tedy indukuje tlakové pole, které je azZ na konstantu jednoznacné ur-
¢eno aktudlni hodnotou rychlostniho pole V a jeho zmény se $ifi na nekone¢né rychle celou oblasti
na zdkladé zmén V. Pfedpokladame-li naopak platnost (4.6), dostdvame pro velicinu @ dle (4.5) rov-

nici vedeni tepla ve tvaru

b AD 4.7)
— =vAD. .
ot
Jestlize uvazujeme okrajovou podminku
P@lon =0 (4.8)
nebo
0o
—| =0, (4.9)
on s

pak spole¢né s pocateéni podminkou (4.3) rovnice (4.7) implikuje ® = 0 nezévisle na t a x. P tedy vy-
stupuje vrovnici (3.42) jako LagrangetGv multiplikétor zajist ujici podminku (3.38). Rovnice (4.7) spolu
s okrajovou podminkou (4.8) zajist' uje, Ze v pribéhu ¢asu dochazi k difuzi poc¢ate¢ni hodnoty V-V k
nule, i kdyZ pocatecni podminka (4.2) nespliiuje (4.3), tj. neplati V- V v celé Q . V numerickych algo-

ritmech (viz také ¢ést 22), které jsou na tomto tvaru PPE zaloZené, tedy dochazi k relaxaci divergence
rychlosti k nule, coZ v praxi umoZnuje zbavit se tézko splnitelné podminky (4.3).

Alternativné k (4.6) lze v (4.5) jakoZto dtsledek nestlacitelnosti vyuzit pouze % =0 a ziskat zdan-
livé ekvivalentni, tzv. konzistentni Poissonovu rovnici pro tlak ve tvaru
AP=-VV-VV+VV-AV+V-F. (4.10)
Resent (4.10) poté naopak implikuje
0o 0
or

coZ znamend, Ze se hodnota divergence V v ¢ase neméni. S poc¢atecni podminkou (4.3) pak jiz mame
zarucenu ekvivalenci s podminkou nestlacitelnosti (3.38).

Rovnice (4.6), resp. (4.10), vyzaduji pro své feSeni rovnéz okrajové podminky, které ptivodni tiloha
nezahrnuje. Vhodnou okrajovou podminku lze ziskat rozsifenim platnosti (3.42) na hranici Q2 . Pro-
toZe jde o vektorovou rovnici, je zde zdanlivé moznost volby. Provedeme-li projekci (3.42) do sméru

vnéjsi normaly n k 6Q2, dostaneme Neumannovu okrajovou podminku

op DV,
L VAV, + Ey, @.11)




4.3. SLABE RESENI ULOHY NESTLACITELNEHO PROUDENI 69

kde V},, F;; jsou normalové slozky vektori V, F. V ¢lanku [GS87] autofi ukazuji, Ze za predpokladu
dostatecné regularity feSeni i hranice je i projekce do te¢cného sméru ekvivalentni podminkou, a déle
Ze pii pouziti (4.11) jsou ekvivalentni rovnice (4.6) a (4.10).

4.3 Slabé feSeni tilohy nestlacitelného proudéni
UvaZujme nyni problém (3.42), (3.38), (4.2), pro jednoduchost s okrajovou podminkou
Vlipa =0. (4.12)

Podminka (4.12) je béZné aplikovana tzv. non-slip podminka pro vazké tekutiny na sténdch - viz ¢ast
7.1. Pro obecnéjsi pfipad (napf. oblast se vstupem a vystupem) lze problém pfeformulovat pomoci
pole Vy splitujiciho V- Vi = 0, VW| aq = W. Poté staCi hledat feseni ulohy ve tvaru V=V-Vy,
které spliiuje (3.42) a (4.12).

Nésledujici vyklad je inspirovan ptivodnim kurzem [Neu0O6a]. Pro detailnéjsi studium lze pouzit i
hezky zpracované materidly ke kurzu o teorii Navierovych-Stokesovych na MFF [Pok20a].

4.3.1 Slabarovnost

UvaZzujme opét Navierovy-Stokesovy rovnice (3.42) a rozepiSme materidlovou derivaci, tj.

ov -

E+ V.-VV=-VP+vAV +F.
Z Helmholtzovy véty 2.4 plyne, Ze k (dostatecné hladkému) vektorovému poli F existuje potencial ®
tak, ze

F=V®+F,, (4.13)

pricemz V- F; = 0. Jestlize dosadime do (4.14), dostaneme

ov -
—+V-VV ==V (P-®)+VvAV +F,. (4.14)
ot 0 3

2

Rovnici (4.14) vyndsobime skaldrné dostateéné hladkou funkci ¢ : Q — R3, kterd ma kompaktni sup-
port v Q, plati pro ni V- ¢ = 0 v Q. Zintegrujeme pies Q a pro jednotlivé cleny zleva doprava ziskdme

1) f(V VV)-@dx = [Vj (ajW)¢idx=ijWLande—faj (Vjcpi) V;dx
Q

Q 0Q =0
[(6]V1)¢i‘/jdx—f‘/iaj(p51/jdx=—fV~V(p'de, (4.15)
R,_/
Q Q Q
@) —fV(P—CD)-(pdx:—f(ai(ﬁ—d)))(pidx:—f(ﬁ—fb) i nidS—f(ﬁ—fb)(Oi(p,-)dx=0,
—— ——
Q Q 0Q =0 Q =0
3) fAV-(pdx:f(aiji)cpidx:f(ajVi) ®i nde—f(éjVi)(ajcpi)dx:—fVV-V(pdx.
Q Q 0Q :/0-/ Q Q

Cely vztah ma tedy po provedeni téchto operaci tvar

ov
[ 3 -@pdx - fV-V(p-de+vaV-V(pdx:ng-¢pdx. (4.16)
Q Q Q Q
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Déle vynasobime (4.16) hladkou funkci 9 : _# — R spliiujici 9 (fmax) = 0 a zintegrujeme pfes ¢.V
prvnim ¢lenu dostaneme

ov
ffa-(pdxf)dt—
ZQ

d
I(Ewapdx) 9dr = [per partes]
¥ Q

tmax

fV-(pdxﬁ
Q

—ffV-(pdxf)dt
0 F Q

=—8(0)[V0«(pdx—ffv~¢pdx19dt.
Q 7 Q

Po téchto krocich ziskame z (4.16) tzv. slabou rovnost

ff—V-(pﬁ—V~V(p~V1‘)+VVV~V(p19—F-¢pz9dxdt:ﬁ(O)fVo-(pdx. (4.17)
S Q Q

Povsimnéme si, Ze:

1. V (4.17) jsou podminky na regularitu funkce V podstatné slabsi nez v ptivodni rovnici (4.14).
Nemusi byt diferencovatelnd podle ¢asu a musi byt spolu s jejimi prvnimi derivacemi defino-
vana jen skoro vSude.

2. V (4.17) viibec nevystupuje tlak P ani potencial ® z (4.13). Bez Gjmy na obecnosti proto mizeme
pfedpoklddat ® =0, tj. F= F;,atedy V- F =0.

3. Kazdé dostatecné hladké, tzv. klasické feSeni tlohy pro nestlacitelné proudéni (3.42), (3.38),
(4.12), (4.2) splnuje slabou rovnost pro libovolnou volbu funkci ¢, 9 vySe uvedenych vlastnosti.

Otazkou je, jestli 1ze naopak pomoci slabé rovnosti (4.17) definovat funkci, ktera je v jistém smyslu
feSeni ptvodni tlohy. Z vyse uvedeného postupu napiiklad plyne, Ze k odvozeni (4.17) byla dtle-
zitd podminka nestlacitelnosti (3.38), ale v samotné slabé rovnosti uz nijak nefiguruje. Co je tfeba
jesté predpokladat o funkci V, aby splnéni slabé rovnosti identifikovalo funkci, kterd ma vztah k pa-
vodnimu problému? Lze pak zarucit, Ze takova funkce viibec existuje? Na tyto otdzky se pokusime
odpovédét v dalsim vykladu.

4.3.2 Speciélni funkéni prostory

V této chvili je vhodné si pfipomenout definice funk¢nich prostorti z ¢asti 1.7.4. Navic zaved' me
jesté nasledujici prostory:
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L, (Q)3 Hilberttiv prostor vektorovych funkci u : Q — R3, jejichZ slozky' jsou v L (Q), se ska-
larnim soucinem

3 3
(, V)1, = f w-vdx=) | ui®v; ®dx=)_ (v,

o i=19 i=1
a jim indukovanou normou
3 3
lully,qp = f Il () 11* dox = fz u? (x)dx = qul? (x)dx
o g i=1 i=19
= ||(”ul”L2(Q))|| = Z ” U ”LZ(Q) (418)
H ()3 Hilberttv prostor vektorovych funkei u: Q — R?, jejichz slozky jsou v Hj (Q), se ska-
larnim soucinem
(u, v)H(l)(Q)s = (u, v)) =fVu-Vvdx=f6jui6j vidx (4.19)
Q
a jim indukovanou normou
3 2
el gy = V/ (e, w) = Vu Vudx=_| ) f Y (0jui) dx
i=12 j=1
Q
(4.20)

Pozndmka 76. Vyraz (4.19) je evidentné symetrickd bilinedrni forma. Diky Gpravam
(4.20) vidime,

(e, w)) = Z il

kde napravo je ,¢arkovand“ norma zavedend v dasledku 1.7.9. Proto je ((-,+) i pozi-
tivné definitni a jde tedy skute¢né o skaldrni soucin. Dle pozndmky 58 ddle existuje
k>0 tak, Ze

laelly, s < K llullg s - (4.21)

Ly qiv Q)3 prostor vektorovych funkci u se slozkami z L, (Q), pro néZ navic V- u € L, (2). Norma
v tomto prostoru je

l u||L2,div(Q)3 = u||L2(Q)3 +1IV- u||L2(Q) .

Véta 77. (o stopach II) Existuje spojité zobrazeni T : L, 41, Q)3 — L, (0Q) takové, ze
pro kazdou f € C* (Q)° plati
Tf=f-nls.
1 Tato definice p¥isuzuje vlastnosti slozkdm vektorovych funkci - tj. prvky prostoru Ly ()2 jsou trojice funkci z Ly (),

které, pokud jsou vy¢isleny v bodé (coZlze obecné jen skoro vsude), dohromady vytvofi sloupcovy vektor funkénich hodnot,
ktery lezi vIR3. Alternativné lze Ly (Q2)® definovat jako tenzorovy soutin vektorovych prostorii

L (3 =1 (Q el Qe (Q),

jehoz prvky jsou formélni vektory prvki z Ly (Q), tj. o vy¢islovani v bodé se viibec nediskutuje. Tento pohled se vyuZije v
diikazu tvrzeni 79, i kdyz pfimé definici tenzorového soucinu vektorovych prostort se zde vyhybame.
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Pozndmka. Funkce z L, (Q)° nelze obecné (spojité) dodefinovat na hranici, ale funkce
z L giv Q)3 Ize spojité dodefinovat jejich normélovou slozkou.

Coo Q3 prostor vektorovych funkci u se slozkami z Cg° (), spliujicich navic V-u =0 (o ...
solenoiddlni funkce).

H=1,,(Q)% uzévér prostoru C3 (Q)* vLy (Q)?, se skaldrnim soucinem (u, v)y = (4, )| ()3 @ nOI-
mou |||y = ||'||L2(Q)3|H-
Pozndmka. Uzavér C (Q)* (bez ,0) v Ly (Q)® je cely Lp ()3, tj. C° ()° je husty v
L, (). Prostor H Ize také uvazovat jako prostor funkci z L, ()3, jejichz divergence ve
smyslu distribuci (viz ¢4st 1.7.5) je nulové a jejich normadlova sloZka na hranici Q) je
(dle véty 77) nulova.

\Y4 uzaveér prostoru C3° (Q)° vH{ ()%, tj. Hilberttv prostor se skaldrnim soucinem (-, -)y =
(C Dlvxy as normou [1-lly = Iy e, -

Pozndmka. Prostor V lze také uvazovat jako prostor funkci z H(l) ()3, jejichz diver-
gence je rovna nule skoro vSude v Q. (na rozdil od H totizZ maji funkce z V derivace
skoro vSude)

Lemma 78. PlatiV c H.

Diikaz. Dle pozndmky 76 omezenost funkce u v normé prostoru H(l) (Q)® znamend i omezenost v
normé prostoru Ly ()3, z éehoZ plyne

H ()3 c Ly ()3, (4.22)

Alternativné lze k dikazu inkluze (4.22) vyuzit i prvni ¢ast diikazu nasledujiciho tvrzeni 79 (kde se
dokazuje dokonce néco vice). Nyni uvazujme libovolny prvek u € V. Ten (z definice V jako uzévéru
Cgf’a Q3 v H(l) (Q)3) Ize vyjadfit jako limitni prvek posloupnosti funkci (u,) Cg‘fa (Q)® v normeé pro-
storu Hé (Q)3, tj. plati

r}l—{rolo lze,, — u”H(l)(Q)3 =0.

Opét diky poznamce 76 vSak plati i

nlglolo llze, — u||L2(Q)3 =0,
coz znamend, Ze u je limitni prvek té stejné posloupnosti funkci (u,) < Cg, (€)% i v normé prostoru
L, ()3, neboli lezi v uzavéru C (Q)° v L, ()3, coz je H. Tim je tvrzeni dokdzano. O
Tvrzeni 79. PlatiV —— H.

Diikaz. Dle dlisledku Rellichovy-Kondrachovovy véty 1.7.10 plati
H' (Q) ——1,(Q).

Plati-li %) —— %, a & € % je podprostorem %8, (se stejnou normou), pak zfejmé rovnéz & ——
%, , coz plyne ihned z definice kompaktniho vnofeni 69 a kompaktniho operdtoru. Diky tomu tedy
konkrétné i

Hy (Q) —— 1, (Q). (4.23)

Nejprve ukdZeme, Ze
Hy (Q)° —— L, ()3, (4.24)
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Prostor H(l) ()3 je Hilberttiv prostor, a tedy je (poznamka 20) reflexivni. Identicky operator
LHY Q)P = 1 (Q)° (4.25)

je tedy kompaktni (definice 66) pravé tehdy (pozndmka 67), je-li totdlné spojity (definice 61). Proto
staliz definice ukazat, Ze ¢ je totdlné spojity. Necht tedy (u") je slabé konvergentni posloupnost prvk
zHy (Q)?, 4.

lim w(u")=w(u), Vw e Hy (Q)*'. (4.26)

n—oo™

Z definice operace s¢itdni po slozkach a linearity w lze napsat?

u 0 0 3
ww)=w(| 0 ||+w||u]||[+w|]0]||=) w,(u])
0 0 ul i=1

3

kde w, € Hj (Q)' jsou tfi obecné rtizné funkciondly na Hy ()’ . Zvolime-li w; libovolné a w j=0pro
j # i, dostaneme diky (4.26) rovnéz

lim w, (uf') = lim w (") “2” w(u") = w, (W), Vi, € By Q) Vie (1,2,3).

To znamen4, Ze i jednotlivé slozky u}' slabé konverguji v H(l) (Q) k u;, a tedy diky (4.23) silné konver-
guji v L, (). Z definice normy na L, ()% po slozkdch pomoci (4.18) pak ale plyne, Ze i posloupnost
celych vektorti u" konverguje v L? (2)3. Tim je dokdzana tot4lni spojitost (a tedy i kompaktnost) ope-
rdtoru (4.25), neboli kompaktni vnofeni (4.24). Nakonec, protoze V € H} (Q)%, tak i V—— L, (Q)*, ale
protoZe dle lemmatu 78 plati V< H, takiV—<— H. O

4.3.3 Energeticka nerovnost a definice slabého feSeni

Provedeme tzv. apriorni odhad feSeni tlohy (3.42), (3.38), (4.12), (4.2). Ptedpoklddame, Ze existuje
jeji feSeni, a Gpravami (4.14) dojdeme k nerovnosti, kterou toto feSeni musi spliiovat. Tato nerovnost
bude pfedstavovat jeho omezenost v normdch jistych funkénich prostorti. Diky tomu zjistime, v ja-
kych funkénich prostorech toto feSeni musi lezet.

Vyjdeme ze vztahu (4.16) a dosadime ¢ = V, ¢imZ dostaneme

fZ—t-de—fV-VV-de+vaV-Vde:fF-de. (4.27)
Q Q Q

v

|4

g

@ 2

ov 10V?2 d r1
(1):f—-de:f——dx:—f—V2dx
J ot 2

Plati pfitom

2 0t dt
Q Q

Pfipomeneme-li odvozeny vztah (4.15), tj.

fV-VV-(pdx:—fV-V(p-de,
Q Q
tak dosazenim ¢ = V (v tomto okamziku potfebujeme od V stejné vlastnosti jako od ¢, tj. zejména
(4.12)!) dostavdme okamzité
2) =fV-VV~de:0.
Q

2Formalné Ize zjednodusit na u”* = u?ei, ale prvky vektoru jsou funkce a operace nasobeni je definovana jen ve smyslu
u' (x) = u' (x) e; skoro viude na Q.
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Dosazenim zpét s vyuZitim definic prostor(i v ¢4sti 4.3.2 (a zejména (4.20)) ziskdvdme

d (1
Ef§V2dx+v||vué:fF-de.
Q Q

S vyuZzitim Schwarzovy, Poincarého (poznamka 58 uvaZovana s konstantou iumeérnosti k) a (zobec-
néné) Youngovy nerovnosti lze upravit pravou stranu

f F-Vdx=(F, V)|, qp < IFll,qp VI, qp
Q
<klIFlulViy

1 k
<v=||V|2+ — |F|%.
2|| Iy 21/II 5

Proto dale plati
d

V2d+—V —F
dtf x+vZIVIE < T IFIE.

Zintegrovanim pfes ¢asovy interval (0, t) dostdvame tzv. energetickou nerovnost

t t
2 1 2 1 2 k> 2
V dx| +|v=IV(,)lydr < ~Vedx +— | IF(7,)l5dr. (4.28)
2 2 2v
9 N . & =0 )
aktudlni kin. energie disipace kin. energie kin. energie na zacatku ~prace objemovych 3113

od r=0do ¢ od &asu 0 do ¢asu ¢

Pokud zanedbdme druhy ¢len na levé strané (4.28) a nerovnost vyndsobime 2, mtiZeme déle po-

kracovat v odhadech k
| | k* 2
f—V dx S[—VO dx+—f||F||Hdt,
2 2 2v
Q Q 7

t
coz lze dale pfepsat pomoci definice norem v pfislusnych prostorech na

k2
1V (2,)11Z < VoI5 + ~ IF|? (4.29)

Lo (1)’

coZ plati pro (skoro) kazdé ¢ € _¢#. Jinymi slovy, i (esencidlni) supremum levé strany, neboli norma v
Bochnerové prostoru Lo, (_#; H) splituje stejnou nerovnost, tj.
vz

IIF 12 (4.30)

Lo = 1Volli + L(#H) "

Zanedbame-li v energetické nerovnosti (4.28) naopak prvni ¢len, dostaneme pro t = fax (@ po
vynédsobeni %)

VI, (o) = f IVIEde <> Vol + ||1~‘||L FH)- (4.31)
Apriorni odhady (4.30) a (4.31) tedy naznacuji, Ze pfipadné feSeni problému nestlacitelného proudéni

by mélo leZet v prostorech Lo, (_#; H) a zédroven L, (_#;V), a navic splitovat uvedené nerovnosti. Diky
tomu miiZeme pristoupit k definici slabého feseni tilohy nestlacitelného proudéni:

3Pfesnéji feceno, prace objemovych sil v celé oblasti Q za Eas ¢ by byla rovna

t
fle(r,x)'V(T,x)ldxdt.
0Q
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Definice 80. Necht' V€ H, F € L, (_#;H). Funkci V € Lo, (_#; H) N L, (_#; V) splijici slabou rovnost

ff—V-(pz‘)— V-V -VI+VVV -V —F-@ddxdt = 19(0)fvo -pdx 4.17)
7 Q Q
pro viechna ¢ € Cgf’a ()3 a viechna 9 € Cgo ([0, Tmax)) nazyvame slabym feSenim ulohy nestlacitel-
ného proudéni (3.42), (3.38), (4.12), (4.2).

Pozndmka. Volba 9 € Ci° ([0, Tmax)) zajist uje 9 (fmax) = 0, ale nevynucuje 9 (0) = 0 (9 musi mit kom-
paktni support v polouzavieném intervalu).

Pozndmka. Libovolny vybér testovacich funkci nahrazuje vybér objemu 7 v integrdlnim tvaru za-

sv v

kont zachovani, které také pozaduji niZsi regularitu feSeni nez rovnice v diferencidlnim tvaru.

Pozndmka. Pii popisu redlnych situaci pfi proudéni mohou skutecné existovat ve fyzikdlnich veli-
¢indch nespojitosti. Pfi transsonickém proudéni (které je ale z principu stlacitelné) je rozhrani mezi
podzvukovym a nadzvukovym proudénim tvofeno plochou (tzv. rdzovou vlnou), na niz jsou tlak, hus-

wevs

tota i teplota nespojité. Slabé fesent je tedy z fyzikdlniho hlediska vhodnéjsi k popisu redlnych situaci
nez klasické feSeni ptivodni tilohy (3.42), (3.38), (4.12), (4.2). Na druhou stranu, v naSem konkrétnim
pfipadé nestlacitelného proudéni jsou zpiisoby, jakymi mohou byt feSeni nespojitd, docela prisné
specifikovany vétami 45 and 46.

4.4 Existence a jednoznacnost slabého feSeni

Slabé feseni nalezneme jako limitu posloupnosti jeho aproximaci pomoci Galerkinovy metody.
Pro tuto metodu je potfeba mit k dispozici v daném prostoru spocetnou ortonormdlni bazi, tj. Gplny
ortonormadlni soubor funkci. Tyto funkce nalezneme jako vlastni funkce tzv. Stokesova operatoru.
4.4.1 Funkciondlné-analyticka vloZka: Stokesiiv operator

Definujeme tzv. Stokestiv operdtor A:V — V' pomoci vztahu

(Au) (v) = (u, v)), (4.32)
kde ((+,-)) je skaldrni souc¢in na V definovany vztahem (4.19). Potom
1. Aje (zfejmé) linedrni:
(Alauy + up)) (v) = (@uy + uz, v) = a((u, v)) + (U2, v)) = a (Au) (v) + (Auz) (v).
2. Aje spojity (omezeny) na V:

|Aully: = sup [(Au) (v)| = sup |(u,v))]

veV veV
lvlly=1 lvlly=1
(1, ——) lul? = lul
= (u, = ully=luly.
~ ll2elly llzelly
Schwarz

3. Ajebijekce A:V — V' tj. Aje invertibilni.
Dle Rieszovy véty 1.7.2 totiZ existuje ke kazdému w € V prave jeden prvek u € V tak, Ze

w(v) =(u,v) =(Au) (v),

tj. pravé jedno feSeni rovnice
Au=w.
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Pozndmka. Kdybychom méli na V zaveden skaldrni souc¢in pomoci

(u,v)V:fu~v+Vu'Vvdx,
Q

jemuZ odpovidd "necarkovana" norma (1.36) na H(l) (Q), pouzili bychom zde misto Rieszovy véty 1.7.2
Laxovo-Milgramovo lemma 19. Z platnosti Poincarého nerovnosti 1.7.9 jsou ale norma indukovana
timto skaldrnim sou¢inem a norma indukovana ((#, v)) ekvivalentni, a tedy i dudlni prostory jsou pfi
pouziti obou norem stejné (funkciondl je spojity v jedné normeé, pravé kdyz je ve druhé). Proto mii-
Zeme brat ((#, v)) jako ,primérni“ skaldrni souc¢in na V a vSechny postupy se tim zjednodusi.

Pozndmka. Ziejmé protoze V< H, tak H' < V' (Spojitost funkciondlti je brana v normé H, tj. L, Q3.

Véta 81. Necht w € H'. Potom reSeni rovnice

splriuje
ue H? (Q)° nHy (Q)° Ny () =H* Q) nHy (Q)*NV.

Oznacme
D;=H*(Q?®nH)(Q>nV (4.33)

a operétor A ztizeny na D ; oznatme jako A.
V Hilbertové prostoru H plati izomorfnost H' = H a dle Rieszovy véty (1.7.2) je kazdy prvek Au € H’
pro u € D ; reprezentovan jednoznacné prvkem z € H tak, Ze (dle definice Stokesova operéatoru (4.32)

(z, V) = (Au) (v) = (u,v) = [Vu-Vvdx.
!

Timto reprezentantem je dle Greenovy formule (Véta 5)
z=-Au,

coz je diky tvaru D ; (4.33) funkce definovana skoro viude v Q (protoZe u je v H? (Q)).
V tomto smyslu tedy uvazujme A jako operator

A:Dj—H,
s hodnotami
Au=z=-Au.

Ten je (opét dle Rieszovy véty a odvozeni nahofe) na D 5 omezeny a navic symetricky:

(Au,v) = (u,v) = (v, w) = (Av,u) = (u, Av).

A je tedy samosdruzenym a invertibilnim operdtorem. Operétor A~ : H — D je tedy také samosdru-
Zeny a diky kompaktnimu vnofeni D ; ¢ V—<— H (viz tvrzeni 79) je dle véty 72 navic i kompaktni. Dle
véty 68 proto existuje spocetnd ortonormalni baze prostoru H.
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4.4.2 Galerkinova metoda

Dle pfedchozi ¢ésti 4.4.1 existuje ortonormdlni béze (W) prostoru H , ktera spliiuje podminku
ortonormality v H, tj.
(Wi, Wy = ke (4.34)

ProtozZe jsou v§ak W, zaroveni vlastni funkce Stokesova operatoru A% taki W, € Vanavic
(Wi, W) = (AW, W)y = (ucW e, We)y = HiOike- (4.35)

OznaCme nyni
Vu=[Wy,...,Wyl,. (4.36)

Galerkinova metoda spociva v konstrukci posloupnosti aproximaci slabého feseni, tj. funkce V spl-
nujici slabou rovnost dle definice 80. n-tou aproximaci hledejme jako funkci V,,: ¢ —V,, ve tvaru

V,(t,X)=) ar () Wi (x),
k=1

pro niz plati (4.16), tj.

oV,

a3 -(pdx—fVn-V(p-Vndx+vaVn-V(pdx:fF-¢pdx, (4.37)
0 0

Q Q

pro kazdou ¢ € V,,. Z konstrukce V,, je to totéz, jako kdyz je (4.37) splnéna pro kazdé ¢ € {W,..., W,}.
Po dosazeni ¢ = W, ziskdme

n n

n n
ax (Wi, Woy— ) ) ax()a; (t)fWk-VWz'WdeHV ax (1) (W, W) = (F,Wy)y.
k=1 k=1j=1 2 k=1

S vyuzitim vztahti ortogonality (4.34) a (4.35) dale upravime na

n n
ar ()= ) Y ar(t)aj (l’)fWk'VWg-Wjdx+Vﬂgclg(l') =(F,Wy)y. (4.38)
k=1j=1 o
Rovnice (4.38) pro ¢ € {0,1,..., n} tvofi soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznamé
funkce a, (1), ..., a, (t). Pocatecni podminky pro tuto soustavu ziskdme jako

+00
ap(0) =By, kde Vo= ) BipWy, (4.39)

k=1

coZ znameng, Ze n-t4 aproximace ma spliiovat n-tou poc¢ate¢ni podminku

n
Vu0,)=Vou:i=) BrWk.
k=1
UkédZeme, Ze problém (4.38), (4.39) ma feSeni na celém intervalu _#. ProtoZe jde o tzv. autonomni
systém ve tvaru a = f (a) kde a = (ay), tj. bez explicitni zavislosti pravé strany na ¢ase, mohou nastat
pouze dvé moZnosti

4W , jsou vlastni funkce operdtoru A~1, tj. plati A7 W, = 1, W,, € V, kde A,, # 0, protoze A~ je (stejné jako A) prosty.
Potom ovSem ) )
3 i i-1
AW, =Al—A Wy|=—Wy,
" (An ) An "

tj, W, je téZ vlastni funkce operatoru A p¥islusna vlastnimu &fslu p;, = /1;1.
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1. feSeni existuje na celém intervalu _¢, nebo
2. vcase Ty < Tepq dojde k tzv. ,blow-upu*, tj.

lim la(t) ”R" = +o00. (4.40)
t—Ty

Tuto druhou moZnost nyni vylouc¢ime.
Plati

n n n n n
IVl =an Vadx=3Y 3 axa; (Wi, W)y =) Y acajde;= ) ai=lalg..
k=1j=1 k=1

o k=1j=1
Odhadem normy ||V |l 1ze tedy odhadnout i normu feSeni systému ODR, tj. ||al|. Tento odhad pro-
vedeme opét ve smyslu energetické nerovnosti (4.28). Volbou ¢ = V, v (4.37) dostaneme vztah ana-
logicky (4.27), pouze s V,, misto V. Provedenim v§ech 1’1prav azpo (4.29) ziskdvame

lal, = 1V, (6, )% < | Vol + ||F|| (4.41)

L (#£H)’

neboli stejnomérnou omezenost a nezdvisle na t, coz Vyluéuje (4.40). Analogicky k (4.30) a (4.31)
navic mame k dispozici i apriorni odhady
IV alif

< |Vonl| L ||F|| (4.42)

Lo (£H) ~ Lo (ZH)’

IV ,l2 || Vol + ||F|| (4.43)

L(gv) = L (ZH)

4.4.3 Limitni pfechod

ProtoZe prostor V je Hilbertiy, je dle pozndmky 49 i Bochnertv prostor L, (_#; V) Hilbertty, a tedy
je (dle poznamky 20) reflexivni. Podle véty 23 1ze tedy z omezené (diky (4.43)) posloupnosti V, v
L, (_#;V) vybrat podposloupnost, kterd slabé konverguje, tj.

Vi, = Vel (#V).

Od této chvile vSak budeme pro zjednoduSeni znaceni tuto podposloupnost znacit rovnéz V,, := Vi, .
Nasim cilem je ukdzat, Ze slabéd limita V je zaroven slabym feSenim tlohy dle definice 80.

Znovu si uvédomime, Ze feSenim systému ODR (4.38), (4.39) je funkce V,, ktera skutecné spliuje
(4.37) pro kazdé t € ¢ akaZdou ¢ € V,, (na rozdil od formdlni konstrukce slabé rovnosti, kde o funkci
V vrovnosti (4.16) musime pfedpoklddat, Ze existuje!).

Vyndsobenim (4.37) testovaci funkci 9 € C3° ([0, Tmax)) @ zintegrovanim pies ¢ ziskame obdobu
slabé rovnosti (4.17) ve tvaru

f f V, @-V,- V- V,0+vVV, -V —F - @ddxds = 9 (0) f Von-@dx, (4.44)
—_——
J Q (1 (2) (3) (4)

kterd je splnéna pro kazdé 9 € Cgo ([0, Tmax)) akazdé @ € V,,.
Integrély z (1) a (3) pfedstavuji linedarni funkciondly z L, ( B ;V) do R aplikované na V,,, a proto pro
né diky V. — V (viz definice slabé konvergence 21) plati

ff(l)dxdt—ffvn pddxdr 2= ffv @ddxdt,
ff(3)dxdt—fvaVn Vddxdr 2=2% ffWV Vpddxdt,

S Q g Q
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neboli konverguji k pfislusnym vyrazim ve slabé rovnosti (4.17). TotéZ plati pro ¢len (4), protoze dle
volby n-té poc¢atecni podminky (4.39) plati

Von— Vo

ve V, takze

n—-+oo

[(4) dx=fV0,n-¢pdx fVO-(pdx.
Q Q Q

Problémem vsak ziistava limitni pfechod v integralu z (2), k némuz nestaci slaba konvergence V,, k V

v (Z;V).

Re$enim je nasledujici postup:

1. Nejprve uvazujme ¢asovou derivaci a(;/tn jakoZzto funkci do duélniho prostoru

ov, ,
-V
ot 4

(OVn(t))( )_(GVn(t ) ) _f
ot ?)= s ”‘pH_Q

v, «
ot v norme

ve smyslu

14
iﬁ"u,y¢dx VpeV.

Potom lze ukdzat [Pok20a] omezenost

IA

%
ot

-||%
Ly, (FV) at

=| sup (aV" (t)) (o)

v, () |eevilolly=1|\ 0 )

Ly, (7)
Pfitom pro Q c R? Ize pouZit p; = 2, ale pro Q < R* mdme p; = 3.

2. Nasledné uZijeme Lionsova-Aubinova lemmatu 74, kde zvolime %y =V, B=H, %, =V, pg =2
a p1 € {2,3} dle dimenze oblasti Q (viz pfedchozi bod). Dle pozndmky 79 mdme V —— H a
navic z poznamky 70 (tj. vime, Ze V— H) a véty 71 (fj. V—H = H' — V) plati

H=H -V,
kde jsme ztotoznili H = H' dle poznamky 18. Tvrzenim Lionsova-Aubinova lemmatu je v tomto
piipadé
¥ ——L,(#;H) (4.45)

kde % je podprostor L (_#;V) obsahujici funkce s omezenymi derivacemi, v némz lezi viechny
aproximace V, diky tomu, co bylo feceno vyse.

3. Diky reflexivité % lze z (V) vybrat dal$i podposloupnost (opét oznacovanou stejné), kterd kon-
verguje slabé i v prostoru ¢, a to (vzhledem ke konstrukci normy vlemmatu 74) opét k V. Diky
kompaktnimu vnofeni (4.45) pak vime (viz definice 69, 66 a 61) , Ze

V,—— VvL(#;H).

(silné)

Diky silné konvergenci mtizeme dokoncit limitni pfechod v nelinearnim ¢lenu (2).
Necht je nyni m € N pevné a zvolme ¢ € V,,;,. Navic pfedpoklddejme i

@ €CP, (Q)°, (4.46)
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¢ehoz vyuZzijeme na zavér dikazu. Necht' n > m a 9 € Cj° ([0, Tmax)). UkdZeme, Ze

n—-+oo

ffVn-ch-an)dxdt—ffV-V(p-Vﬁdxdt 0. (4.47)
Q ZQ

Upravujeme levou stranu

ff(vn-v(p-vn—v-w,;-v)ﬁdxdt
7 Q

=ff VoV V,-V-Vo-V,+V -V -V,-V -V -V |9dxdt

7 Q umeéle pfiddno a odebrdno

sff|(Vn—V)-V¢p-an)|dxdt+ff|V-V(p-(Vn—V)19|dxdt
7 Q 7 Q

o0 (B)

v v

Clen (B) je linearnim funkcionalem na prostoru L (_#;H), aplikovanym na rozdil (V,, — V). Dokonce
jiz ze slabé konvergence

V,—~V
v Ly (_#;H) proto opét plyne
(B) =22 0.
Clen (A) odhadneme dale pomoci Hélderovy nerovnosti 54 (pro integral pfes _#) a Holderovy nerov-
nosti pro vektorové funkce 55 s % = é = %
(4) < ff IV, - VI?dxdt ff V-V, | dx92dt,
S Q S Q
) (A1) \ (42) ’
pficemz
(AD = IV, - VI Z—=—=>0.

K dlikazu (4.47) tedy sta¢i omezenost ¢lenu (A2). Ten déle upravime

2

(A2) =
i=1

-
[Holderp=g=1]

:f(w;.v(p) IV, 12 dx.
Q

SN

3 3 3 3
Zl Zaj(pivn,i defZ Z(OJ-(pi)ZZV,f,idx
J= Q =

Jesté jednou pouZzijeme Holderovu nerovnost 55 s volbou % = %, %7 = %

1

(A2) < (f ||Vn||6dx) (f (V(p-V(p)gdx) dr.
o)

Q
—_—

Vv 2
WVal? o0
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Druhy integral je kone¢ny z dodatecného piedpokladu regularity funkce ¢ (4.46), Norma [V |l )
je rovnéz omezend, nebot’ zaroven V,, (t,-) € V a z Rellich-Kondrachovova lemmatu 73 pro Q c R? i
Q c R3 totiz mame®

H' (Q) = Ls ().

Ukdzali jsme tedy, Ze limita V spliiuje slabou rovnost (4.17) pro ¢ € V,, N C35, ()3, kde oviem m
je libovolné velké. Z konstrukce V,,, pomoci (4.36) plati, Ze pro kazdy prvek

W eCY, (° =HNCY, (Q)°

existuje posloupnost ¢,,, € V,, N CFY, (Q)3 takov, Ze lim,—. y00¢p,,, = W a navic V spliiuje (4.17) s vol-
bou ¢ = ¢, pro kazdé m € N. Limitnim pfechodem pro m — +oco pak zjistime, Ze (4.17) je splnéna i
pro ¢ = ¥ (viechny ¢leny jsou linearni vzhledem k ¢,,, tj. Zddny problém nenastane)®. Uzavirame,
Ze V spliuje slabou rovnost (4.17) pro kazdé

PeCy,(Q°,

a je tedy dle definice 80 slabym fesenim tilohy nestlacitelného proudéni.

4.4.4 Jednoznacnost feSeni, nediskutované a oteviené problémy

Zkouméni feSeni Navierovych-Stokesovych rovnic zdaleka neni omezeno na dikaz existence sla-
bého fesen:

* jednoznacnost feseni v R? byla dokdzana
* jednoznacnost feseni v R3

— jsou znamy jen dil¢i vysledky

- napf. je mozné dokézat jednoznacnost, ale pouze za pfedpokladu vyssi regularity feseni,
neZ poskytuje véta o existenci ([Tem?79], Theorem 3.4 na str. 297)

* existence funkce P, kterd ma smysl tlaku (existuje pro dostatecné hladkou hranici oblasti)

— pokud V je dostatecné hladkad, Ze existuje i klasické feSeni, pak existuje i P ([Neu0O6b])

otazky lokdlnosti vs. globélnosti feSeni, otdzky regularity, souvislost s regularitou pocatec¢ni
podminky

- hladké feseni existuje jen lokdlné v ¢ase (LadyZenska, Kyselev 1957)

* energetickd nerovnost

5piesné fec¢eno lemma 73 implikuje
H' Q) =1Ly Q)

pro 2 € [1,6] kdyz Q c R3 a pro & € [2, +o0) pro Q c R?. Pro odhad ¢lenu (A2) Ize tedy pouzit Hélderovu nerovnost s volbou
2p =272 €[2,6] ale zaroven p > 1 (aby 3q > 1 tak, ze 1, 1_19) Celkem tedy. p € (1,3]. Volbou maximélniho mozného p =3
klademe na V¢ minimélni moZzné pozadavky na regularitu. Za pfedpokladu (4.46), ktery pouzivdme, ale 1ze volit p i jinak.

»Carovani“ s odhady pomoci Hélderovy nerovnosti lze v literatufe nalézt v riiznych variantach (viz nap¥. [Pok20a, str.
36]), pficemz pro dikaz nékterych dalsich tvrzeni uz je nutny konkrétni postup.

6Tomu se nékdy fikd argument uzévéru, protoze

+00
U [Vimn G, @3] =Hn g, @ =52, @°.
m=1
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- Nalezli jsme feSeni, které spliuje energetickou nerovnost.
- Otézka, zda kazdé slabé feSeni musi spliiovat energetickou nerovnost, je otevieny pro-

blém

Rada tvrzeni je dokédzédna v [Pok20a] a shrnuti zndmych a neznamych vysledki je také v [Pok20b].
Pokrocilé partie analyzy NS rovnic pro stlacitelné proudéni 1ze najit v [NS04, FN17].



KAPITOLA

5

Turbulentni proudéni a modelovani
turbulence

5.1 Turbulentni proudéni

e princip: kineticka energie se uklada ve virech rtiznych velikosti (kaskdda virt)

2

» prenos kinetické energie je od vétsich méfitek po mensi, ale teoreticky i opacné

2

* nanejmensich méfitkdch dochézi k disipaci kinetické energie na energii vnitfni

5.2 Prameérovani veli¢in
5.2.1 Reynoldsovo primeérovani

* dekompozice velitiny f € {Pp, V;, T} na stfedni hodnoty a fluktuace
f = f + f/ (5 1)

— prumeérovani v ¢ase (vhodné pro staciondrni proudéni)

t+T

_ . 1
fT(t,x)leiTOOT f f @, x)dr,
t

— primeérovani v prostoru (vhodné pro homogenni proudéni)

1
lim ——
7 ()| —+o0 |V (x)]

fr(t,x) = f (6 dg,

¥V (x)

kde x e 7 (x),

- prumeérovani pres statisticky soubor (ensemble averaging), tj. N opakovani stejného pro-
cesu (experimentu)

_ . 1
fe(t,x) =N11111mﬁ%f(t,x)

e Vpraxi T — 400, || — +00 znamen4, Ze interval, resp. kontrolni objem pro priimérovani ma
radové vétsi velikost néz casové, resp. prostorové méfitko, turbulentnich jevi.

83
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5.2.2 Reynoldsova pravidla priamérovani

Pro primeérované veli¢iny f, g a a € R plati za pfedpokladu stacionarniho, resp. homogenniho
proudéni

af=af,
freg=F+g
fg=rg+fg,
0if=0:if
a dale
F=7
z tehoZ téZ plyne
f'=0.

V pripadé nestaciondrniho nehomogenniho proudénilze metodu (napf. ¢asového) primérovani zmé-

nit na
t+0t

- 1
’ = 1li re ’ ’
fr(t,x Am = f f(z,x)dr
t
kde 0t <« 1y a ty je Casové méfitko pomalych (makroskopickych) zmén proudéni. Pro

ot
— 0
fo

lze z Taylorova rozvoje

f(t+6t)=f(t)+%(t)6t+m
ukazat
- o _of
) f’at ot’

a tedy i asymptotické splnéni dalsich pravidel primérovani.

5.2.3 Reynoldsovsky priimérované Navierovy-Stokesovy rovnice (RANS)

* pro nestlacitelné proudéni lze vyjit z rovnic (3.42) a aplikovat Reynoldsovo primérovani na V;,
resp. P

* vede k formdlné stejnému tvaru (NS rovnice) pro zpriimérované veliCiny, ale vystupuje tam na-
vic tzv. Reynoldstiv tenzor napéti
R_(.R) .R _ 1 T — D i+
T" = (Tl-j), Ty = —eviv; = —p(Vivj - 0iD;).

— tvar Reynoldsova tenzoru napéti je nutné modelovat

x k-£ model, k-w model...
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5.2.4 Favreovo prumeérovani, stla¢itelné proudéni

¢ pfi modelovani stlacitelného proudéni Ize pouzit Reynoldsovo priimérovani na vSechny veli-
¢iny (nejen P a V;, alei p a T), ale vysledné rovnice je nutné doplnit o korelace modelujici
fluktuace hustoty

* lepsi je pouzit na Reynoldsovo primeérovani na g a P a Favreovo primérovanina V;, T, E, H

¢ Favreovo primeérovani je dano vztahem

kde p je Reynoldsovsky primérovand hustota.

* podobneé jako u Reynoldsova priimérovani (5.1) 1ze tedy pfislusnou veli¢inu rozlozit na pramé-
rovanou a fluktuujici ¢ast

5.2.5 Favreovsky a Reynoldsovsky pramérované Navierovy-Stokesovy rovnice

e TODO: viz [Blal5], str. 220

* Favreovsky primérovany Reynoldstiv tenzor napéti

5.3 Okrajové podminky

¢ okrajové podminky pro k, €, ®

5.4 Large Eddy Simulation

e LES .. large eddy simulation

* je zaloZeno na prostorovém filtrovani

f=r+r,
kde f je makroskopicka (na numerické siti vyfesend) ¢ast f a f’ je mikroskopicka (subgrid-size)
slozka
— Smagorinsky

— malé viry jsou vyfiltrovany, velké jsou zpracovdny na dostate¢né jemné siti

5.5 Moderni metody modelovani turbulence

¢ DNS simulace a uc¢eni NN
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6

Zaklady termodynamiky tekutin

6.1 Vztah mezi vnitini energii a absolutni teplotou

Vyjdeme z definic mérnych tepelnych kapacit (tj. vztazenych na jednotku hmotnosti) pti stalém
objemu a stdlém tlaku

c _(GE) c _(GH) 6.1)
“\ot)y " \aT)p '
kde
P
H=E+—
e
je mérnd (specifickd) entalpie. Obvyklé termodynamické znaceni
57
oT )y

v (6.1) je tfeba chédpat nasledujicim zplisobem. Vnitfni energie je obecné funkci stavovych veli¢in P,
V, T.Dolni index V znaci, Ze proces probihd pfi konstantnim objemu. Ze stavové rovnice proto plyne,
Ze tlak je jiz funkci pouze teploty, tj. P = P (T) a vnitfni energii Ize tedy vyjadrit jako funkci

E(M=E@@(T),

kde
(M =rP(M,V,T).

Potom zména vnitini energie systému v zévislosti na teploté je podle véty o derivaci sloZené funkce
dédna vztahem

c _(OE) _d&(n) 0EOP+ OE 0V +6E6T 3 6EOP+6E
V=\or),~ dT ~oPoT oV OT 0T OT 0POT oT
—~—
=0
Analogicka tvaha plati pro vypocet cp.
Pro kapaliny, které 1ze povaZzovat za nestlacitelné (p = konst.) plati

o), (39,3,
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Nékteré tekutiny lze povazovat za tzv. perfektni plyny, u nichZ vnitfni energie zavisi pouze na teploté.
Pro né Ize potom vyjadfit
T T
E(T) :f cy ()dr, H(T) :f cp(r)dt (6.2)

Tref,i Tref,i

kde Tt je libovolna referencni teplota. ProtoZe nikde v systému rovnic nevystupuje pfimo hodnota
vnitini energie, ale pouze jeji derivace, 1ze Tt volit libovolné, napt. Tier = 0. V mnoha aplikacich se
teplota méni vrozsahu, kdy 1ze tepelné kapacity povaZovat za konstantni. Potom z (6.2) plynou vztahy

E= CvT, H= Ccp T. (6.3)

Hodnoty cy a cp pro rizné tekutiny jsou zméfeny a Ize je dohledat v tabulkach.

6.2 Stavové rovnice

Stavovd rovnice udava zavislost mezi stavovymi veliCinami uzavieného systému. Stavové veliCiny
jsou takové, které zavisi pouze na aktudlnim stavu systému. Napiiklad pro plyny udéva stavova rov-
nice vztah mezi teplotou 7', tlakem P a objemem V

F(LRV)=0.

V dynamice tekutin je vhodné;jsi tvar

f(T,Pp)=0. (6.4)
Vzah (6.4) spoletné se vztahem mezi specifickou vnitini energii E a teplotou T umoznuje uzaviit
systém rovnic popisujici proudéni (viz ¢ast 3.10).
6.2.1 Stavova rovnice idedlniho plynu

Dobfie zndma stavovd rovnice idediniho plynu ma tvar
PV = nRT,
kde 7 je molarni mnoZstvi plynu a R je univerzalni (molarni) plynova konstanta s hodnotou
R =8.31446 J - mol 'K.

Tuto rovnici lze rovnéZ ptepsat do tvaru vztaZzeného na jednotku objemu

n nM R
P: VRT: TMT:QRspecT, (6.5)
kde M je molarni hmotnost plynu a Rspec = R/ M je tzv. specificka plynové konstanta. Dle tzv. Maye-

rova vztahu (dtikaz napf. v [CB15, od str. 668] plati pro idedlni plyn také
Cp—Cy = Rspec- (6.6)
Dosazenim do (6.5) s vyuZitim (6.3) dostdvame stavovou rovnici idedlniho plynu ve tvaru

Cp
PZQ(CP—Cv)TZ(——l
C

)QEZ(K—I)QE, kdeK:C—P. (6.7)
P

Cv

Koeficient x se nazyvé Poissonova konstanta (angl. jednoduse heat capacity ratio).



6.3. PRESTUP TEPLA

6.2.2 Dalsi tvary stavové rovnice

¢ EOS pro smési apod.

6.3 Prestup tepla

6.3.1 Prestup teplaradiaci

* integro-diferencidlni rovnice pro radia¢ni pfestup tepla

89
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7

Formulace problému v inZenyrské
praxi

7.1 Okrajové podminky pro ulohy proudéni
* rozdéleni hranice na vstup, vystup a sténu

* podminky na vstupu a vystupu pro vazké a nevazké proudéni

fada moZnosti vyhovujici teorii PDR

napf. v trubce: rychlost nebo tok hmoty (hybnost) na vstupu, tlak na vystupu,

ostatni veli¢iny se dopocitdvaji z proudového pole, tj. plati pro né nulovd Neumannova
okrajovd podminka

existuji pfipady, kde na vstupu lze pfedepsat vSechny podminky, na vystupu Zadné (nad-
zvukové vazké proudéni, nevazké proudéni)

* podminky na sténé pro vazké a nevazké proudéni (‘;—Z =0 nebo no-slip podminka V = 0)
* Navierova okrajovd podminka: v je tmérné tecné sloZce Tp k 6Q

» 7Z4dna okrajovd podminka neni zcela realistickd (napf. ve skute¢nosti nebude na vystupu z
trubky vzdy konstantni atmosféricky tlak, nebot bude zaviset na tom, co zrovna z trubky vy-
fouklo.). Vynucenim idealizované okrajové podminky miiZe dojit k oscilacim a odraztim.

* resistance boundary condition
* pulzyjici proudéni - okrajové podminky zamezujici odrazu (Omer Rathore - vystoupeni na NC2019)
e far field okrajové podminky

* periodické okrajové podminky a podminky symetrie (implementa¢ni zalezitost: butiky propo-
jeny, jako by pokracovaly za hranici oblasti)

 okrajové podminky pro pfestup tepla

— okrajové podminky ve 3D a zdrojové ¢leny v 1D, Nusseltovo ¢islo

0
AE(Q T) = Aconv * (T — Tyyan)-

91
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Obrazek 7.1: Prto¢na plocha a omoceny obvod

7.2 Proudéni tekutin v poréznim prostredi

V této kapitole stru¢né popiSeme proudéni tekutin v poréznim prostfedi. Porézni prostiedi je tvo-
feno pevnym skeletem a volnym, propojenym prostorem (pory), skrze ktery mohou tekutiny proudit.
Pfitomnost pevného skeletu zptisobi, Ze rovnici zdkonu zachovani hybnosti 1ze aproximovat Darcyho
zédkonem

Vz—lllK(VP—Qg), (7.1)

kde K [m?] je tenzor propustnosti prostiedi.
Darcyho zédkon (7.1) 1ze ddle dosadit do rovnice kontinuity

dp
— +V-(pV) =0,
5, TV (ev)
¢imz dostaneme
%,y (—QK(VP—Qg)) =o0. (7.2)
ot U

Pfi uvazovani stavové rovnice pro hustotu p = p(P) Ize pak dynamicky popis proudéni tekutiny v
poréznim prostfedi popsat jedinou parcidlni diferencidlni rovnici (7.2) pro nezndmy tlak P.

ra ¥4

7.3 Bezrozmérna ¢isla charakterizujici proudéni

* Reynoldsovo ¢islo vyjadiujici charakter proudéni (laminarni nebo turbulentnji)
_olVIDy _ |VIDy

It v’
kde Dy je tzv. hydraulicky priimeér (trubky), resp. v obecném piipadé tzv. charakteristickd vzda-
lenost. Hydraulicky priimeér je hypoteticky pramér valcové trubky, v niz by se proudéni chovalo
stejné jako ve skute¢né trubce s obecnym tvarem prifezu. Hydraulicky polomer je definovan

jako pomér priitocné plochy (cross-sectional flow area) k omocenému obvodu (wetted perime-
ter), viz obrazek 7.1, a hydraulicky primér jako jeho ¢tyfnasobek (), tj.

Re

R —AD =4R
H= 7 PH=40H

Napiiklad pro zcela naplnénou trubku s kruhovym priifezem o poloméru R vychdzi

RH=”—R2=5, Dy =2R(=D).
2R 2
Pro trubku s obdélnikovym priifezem o stranéch a, b plati
Dy 4ab 2ab

T 2(a+b) a+b
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* Machovo ¢islo, udédvajici pomér rychlosti proudéni vii¢i lokdlni rychlosti zvuku v daném misté

i
A

M

)

kde lokdlni rychlost zvuku je obecné déna rovnici [MMD16]
Ao (OP)
dp T’

resp. pro idedlni plyn spliiujici stavovou rovnici (6.5) je

A= \/ K Rspec T

kde x = %, viz C4st 6.2.1.
\%4

* Prandtlovo ¢islo udavajici vztah mezi difuzivitou hybnosti (tj. vazkosti) a difuzivitou tepla

/
Pr:K— M@ Hep

a Aocp) A

’

kde

a= A [mz-s_l]
ocp

je tepelnd difuzivitaa A [W-m-K™!] je tepelnd vodivost.
* Schmidtovo ¢islo udédvajici pomér difuzivity hybnosti a hmotnosti

U

v
Sc=—= ,
D D

kde D [m?-s7!] je difuzni koeficient (hmoty).

* Pécletovo ¢islo udava pomeér advekéniho a difuzniho transportu libovolné veli¢iny ve volném
proudu. Pro transport hmoty plati

Dyl|V
= il |=ReSc.

PeM

Pro transport tepla plati

Dy V|

Peg = = RePr.

* Nusseltovo ¢islo udédvajici pomér konvektivniho a konduktivniho pfestupu tepla na hranici (na
sténé)

_h KL

AL A

pfiCemzZ na sténé trubky je pfenos tepla dén koeficientem konvekce

Nu

Q=h(Ty-Tx),

kde Ty, je teplota trubky a T teplota plynu ve volném proudu.
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Obrazek 7.2: Kontrolni objem 7 v trubce s proménlivym priifezem.

* Sherwoodovo ¢islo udavajici pomér konvektivniho a difuzniho pfesunu hmoty na rozhrani dvou

latek, resp. fazi
u ul

"DIL D
kde L je charakteristicky rozmér a u [m-s™'] je koeficient konvektivniho pfesunu hmoty (de
facto rychlost). Napiiklad pro vicefdzové proudéni jde o absolutni hodnotu rozdilu rychlosti
jednotlivych fazi. Vyuzije se napriklad pfi modelovéni rychlosti

Sh

’

— pfestupu vodni pary k nebo od kapicky vody pfti fazovych prechodech,

- piistupu kysliku k povrchu hofici ¢4stice.

Charakteristicky rozmér L je v tom p¥ipadé roven prameéru kapicky, resp. ¢éstice.

7.4 Kvazi-1D proudéni

UvaZujme proudéni v trubce V orientované rovnobéZzné s osou x = x; o proménlivém vnitfnim
prafezu S(x) s plochou |S (x)| = A(x) (na tvaru nezdleZzi). Zvolme nyni kontrolni objem 7 < V jako
vnitini ¢ast trubky pro x € (a, b) (viz obr. 7.2). Potom

V={Sx)|xe(a,b).

Zakon zachovdni hmoty ve tvaru (2.17) ma tedy pro tuto volbu 7 tvar
O—df dx+f V-ndS
“ar) ® e
4 14

b

d

:Efdxf od (x2, x3) + f oV-ndS+ f QV-ndS+fQV-ndS, (7.3)
a S(x) S(a) S(b) S

kde .# je ,plast“ objemu 7 mezi podstavami S (a) a S (b). Bez ohledu na volbu okrajové podminky na
sténé (viz ¢ast 7.1) bude platit
V-n=0na.?.

Proto posledni ¢len v (7.3) vypadne a déle tedy plati

d b
O:d_t[a A@)p(t,€,)dx+A(D) Vi gy~ A@ Vil )
b 5 ’ 5
:fA(x)ae(r,zx)d“fa(Am 0V (ng) 0

a
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Obrazek 7.3: Trojrozmérna geometrie spalovaci komory pramyslového kotle a jeji dvourozmérny mo-
del.

kde z véty o sttedni hodnoté vintegralu pies S (x) plati & , € S (x). Vzhledem k libovolné volbé intervalu
(a, b) pak musi platit

0 0
A T0(16:) + o (A(x) QV1|(I’£X)) - 0. (7.4)
Zavedeme-li nyni funkce ¢ (¢,x) = p (,&,), V1 (£,x) = V1 (1,&,), 1ze (7.4) pfepsat na
i_(l‘ )+;2(A()_(t YV (¢t ))_0 (7.5)
52 0T A ox WO X LX) = '

Hodnoty funkci g (¢, x), Vi (¢, x) lze téZ povazovat za pramérné hodnoty hustoty, resp. x-ové slozky
rychlosti na prafezu S (x) v ¢ase t.

7.5 Reagujici vicesloZkové proudéni, modelovani horeni

Pfedstavime zna¢né komplikovanou tlohu proudéni, spalovani, pfestupu tepla a chemickych re-
akci ve spalovaci komoie priimyslového kotle na praskové uhli, na niz si pfedvedeme rtizné aspekty
matematického modelovéni fyzikélnich a priimyslovych procesti. Model je zaloZen na pracich [BSM*13b,
BSM ™ 13a], které vznikly v rdmci spole¢ného projektu FJFI CVUT a Honeywell.

Palivem v kotli je smés uhli a biomasy obecné riizného ptivodu. Obvykle se jedna o obilné otruby
¢i drevni Stépku, kterd se prodava ve formé lisovanych pelet. Biomasa je zastoupena pouze v jed-
notkdch procent, nebot’ jeji vyssi podil by mél negativni vliv na provoz kotle (zandSeni tepelnych
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as received basis
A C H o N S W
ash (A) fixed carbon (FC) volatile matter (VM) moisture (W)
char (coke) volatiles

Obrazek 7.4: SloZeni paliva z hlediska chemického a fyzikalniho.

444

Obrazek 7.5: Horizontélni fez spalovaci komorou s naznacenym uspofddanim horaki.

vyménik® apod.). Kazdé palivo mé chemické slozeni s jistym zastoupenim zdkladnich chemickych
prvkl (ultimate analysis) a zaroven sloZeni z hlediska fyzikalniho (proximate analysis) - viz obrazek
7.4 . Chemickymi reakcemi pfi spalovani jednotky hmotnosti paliva se uvolni tzv. spalné teplo (HHV
- higher heating value). V palivu je vSak zastoupena vlhkost, kterd se pfi spalovani vypafi. Latentni
teplo, které je na vypareni vlhkosti spotfebovano, snizuje mnozstvi okamzité dostupné tepelené ener-
gie. Jeho odectenim od spalného tepla ziskavdme tzv. vyhfevnost (LHV, lower heating value). V zafize-
nich, kterd v rdmci pracovniho cyklu zajist'uji i kondenzaci spalin (kondenzacni kotle), pak dochézi k

M2

vyuziti celého spalného tepla a efektivita téchto zdroji tepla je vzhledem k LHV vy$si nez 100%.

Schéma spalovaci komory vysoké témér 30 metrii je na obrazku 7.3. V kazdém rohu spalovaci ko-
mory je Sest hofdkti nad sebou, které vhanéjici smés pfedehiatého tzv. primarniho vzduchu spolu
s jemné namletym palivem. Proud této smeési je jesté obklopen proudem tzv. sekundarniho vzdu-
chu. Vy3e nad hotdky je vstup tzv. dohofivaciho (tercidrniho) vzduchu (OFA - Over Fire Air), ktery za
cenu sniZeni teploty spalin miiZe zvysit koncentraci kysliku ve spalindch a zajistit dokonalejsi spa-
lovéni smési. U stropu komory je realizovdan odvod spalin do komina. Teplo je pfeddvdno do stén
radiaci a konvekci. Ve sténdch jsou vertikdlni trubky (vérnice), v nichz se z kapalné vody tvoii para
pod vysokym tlakem. Proud pary je veden shora dold, tj. proti proudu spalin, aby byl pfestup tepla
efektivnéjsi. V horni ¢ésti spalovaci komory je umistén vyménik tepla (tzv. pfehfivak), v némz vznika
prehiatd para. Para pak pohdni turbinu k vyrobé elektiiny a po ochlazeni je déle vyuzita k distribuci
tepla. Mimo spalovaci komoru kotel obsahuje jesté dalsi vyménik tepla, tzv. ekonomizér, ktery vyu-
Ziva jiz ¢astecné vychladlych spalin k predehtati jesté kapalné vody, a ddle predehiiva¢ primarniho
vzduchu. V nasem modelu v3ak vystupuje pouze samotnd spalovaci komora.

Model spalovaci komory je dvourozmérny, coZ v tomto pfipadé neni pfili§ vhodné. Proudéni v
komote je totiZ velmi z4vislé na prostorovém uspofddani hotédkd, které vytvéareji vir v centralni ¢asti
komory (viz obrazek7.5 ). Proudéni v komofte je zna¢né turbulentni, coz ptispiva k promichavéni pa-

liva se vzduchem a tedy i k dokonalejsimu spalovani.
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7.5.1 Rovnice dynamiky tekutin a bilance energie

Systém rovnic popisujici 2D proudéni ma tvar

0
_Q"‘axl(QVz) 0;

ot
0
&(QVI‘)Jrax,-(P-FQViz)

1 2

0
Cp a (eT) + axi (eTV;) = chharhchar — Ryo1 ol — Rbmshbmg_ (qc t+qrg+ qrw) (7.6)
~~ —
produkce tepla prestup tepla

+ 0Oy

ur
e+ 5ok

kde tlak P se spocitd pomoci stavové rovnice ideédlniho plynu
P =pRspecT. 6.5)

Cleny Rchar, Rvol, Roms predstavuji rychlosti vyhoiivani (postupné) pevné slozky uhli, tékavé slozky
uhli, a biomasy (viz ¢ast 7.5.4). Cleny g, grg, qrw pPedstavuji riizné zpiisoby piestupu tepla, popsané
v ¢asti 7.5.8.

Rychlost vyhofivani ¢astice je zavisla na jeji velikosti. Primérnd velikost ¢astic uhli vdaném bodé
se vypocitava z praimérného poctu ¢astic n na jednotku objemu, coZ je intenzivni veli¢ina podléhajici
pasivnimu transportu dle rovnice

0
En-kaxi(n\/,-) = 0Oy, (g_cTtax" n) .

turbulentni difuze
7.5.2 Modelovani turbulence

Turbulence je modelovana k-& modelem , pficemz k je turbulentni kineticka energie a ¢ je rych-
lost jeji disipace. Tyto veliCiny spliiuji rovnice

0
2R +0,(0kV) = 0y (uL + ﬂ) 05 k| +Gi— Gy~ Y - g,

t Ok

0 € €2
—(p€) + axi (Vi) = Oy, (,UL + ﬂ) Ox,€| + Cre— (G + C3:Gp) — Coc0—
ot ! o) ! k k

kde koeficienty tfeni spliuji
k2

Mr = QC#? =L+ T,

a ¢leny produkce turbulence maji tvar

Gk = (axZ 1% +ax1 Vg)z +6x1 %

4 2
g.ua)q Vi— 3 (Qk + 10y, VZ)

4 2
+6xZ Vs [g,ua,Cz Vo — g (Qk+,u6x1 Vl) ,

U
Gy,=—-g,—0,.0,
b ngPrt x; 0

kde

% k
72’ Y =20eM?, M;=\/—, a=+/yRT.
1 a
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7.5.3 Modelovani chemickych reakci
7.5.3.1 Rovnice bilance chemickych slozek

Reakce probihaji mezi chemickymi slou¢eninami plynu a mezi plynnymi slozkami a sloZzkami
paliva. Jednotlivé chemické slozky spliiuji bilan¢ni rovnice, na jejichZ pravé strané vystupuji zdrojové
Cleny uddvajici rychlost pfemény ptislusné slozky.

* Pro pevny uhlik, tékavé slozky paliva a biomasu jsou to rovnice

d T
&Qchar + axi (Qchar Vz) = axi gTaxi Ochar | + Rchar’ (7.7)
t
0 T
G_IQVOI + axi (Qvolvi) = axi gTaxi Qvol) + Rvol» (7.8)
t
0 ur
=~ Obms T axi (Qbms Vz) = axi _0xi Obms +Rbms . (7.9)
6 t SC; N —
vyhofivani paliva
* Pro slozky plynu jsou to rovnice
9 oV +0y (Y. V) =0 (—ﬂa Y)+w (7.10)
ot OYx xOXx Vi X sc, x; X ) .

kde * € { 02, N3, NO, HCN, NH3, H,0, CO,}. Jako reprezentant oxidi dusiku (NOy) je v tomto modelu
zastoupen oxid dusnaty, tj. NO.

7.5.3.2 Zdrojové ¢leny a chemie oxidti dusiku

Zdrojové ¢leny na pravé strané rovnic (7.7)—(7.10) maji tvar

00, = 00,5, (RS + REL + RESE+ R + -y - 1022

o = (- e g T

wNo = MNO‘W0+(LU1_W2+wS‘“’ﬂ'%_wl:cg

bt (YR R+ e ) M0
Mucnp N pvol N pvol N pchar | N pchary, MHCN

wHeN = (Fwr— WZ)T = (A= ®)B(VeoaReoa * Yoms Roms) =018 (Yeoa1Reoal + YomsRbms ) My
oxmy = (= w0 S (1= @)1= B U R+ Fob i)~ (TS RS + 1% RO - SN
om0 = 0mo- (11.1% + 1.24% (=RYL — Ry
wco, = 0CO,- (—1.866 S(REDAr 4 pebary _ %(Rz& + R

kde 01,602,683 jsou rychlosti prtemény dusiku vdzaném v pevném palivu na HCN, NH3, and NO, a koe-
ficienty wy vyjadiuji rychlost reakci dle arrheniovské reakéni kinetiky v zjednoduseném mechanismu
reakci dusiku, ktery je schematicky zndzornén na obrazku 7.6 . Pfislusné detaily nésleduji nize:

e Termdlni NO, tj. oxid dusnaty vznikajici pfimo oxidaci dusikovych radikdlt ve spalindch za vyso-
kych teplot je popsén Zeldovichovym [2] a Bowmanovym [?] mechanismem a pfislu$nd rychlost



7.5. REAGUJICI VICESLOZKOVE PROUDENI, MODELOVANI HORENI 99

_NO

““ads

Zeldovich

Obrazek 7.6: Mechanismus a kinetika reakci dusiku (pouze pro uhli).

reakce je aproximovana pomoci
k; k; [NOJ?
1- e N
ki [N21k5 [O2]
k; -INO]
1+ =16, om

’

wo =2k} - Xo- Xn, -

kde ki, k3, k3 popisuji rychlosti nésledujicich dopfednych (+) a zpétnych (-) reakci:

k
0+N, = N+NO,
ks
N +0, = 0 +NO,

k.
N+ OH = H + NO.

Jejich aproximace je (arrheniovskd kinetika pfedpoklddd exponencidlni zévislost rychlosti re-

akci na teploté)
ki =1.8x10°-exp _38;)70), kl_=3.8x107.exp(iTZ5),
ky =1.8x 10" exp _4;80), k; =3.8x10° T.exp(_zg?zo),
ki =7.1x10 exp i;’o), ky =1.7 % 108.exp(‘24560)‘

* Vznik NO oxidaci HCN probiha rychlosti
wy =1.0x 10" Xuen X§, exp (—33732.5/T). (7.11)
* Vznik NO oxidaci NH3 probihd rychlosti

wy =4.0 x 106XNHSXS2 exp (—-16111.0/7). (7.12)



100 KAPITOLA 7. FORMULACE PROBLEMU V INZENYRSKE PRAXI

* Spotiebovavéani NO redukci na HCN probihd rychlosti

w3 = —3.0 x 102 Xpyon Xno exp (—30208.2/ 7). (7.13)

* Spotiebovavani NO redukci na NH3 probihé rychlosti

wy = —1.8 x 10° Xng, Xno exp (—13593.7/T). (7.14)

* Heterogenni redukce NO na povrchu ¢éstic uhli probihd rychlosti
W =227 x 1073 s Aggr Mo PNo €xp (—17168.33/ 7). (7.15)
Ve vztazich (7.11)—(7.15) symbol X reprezentuje molarni zlomek a a je fad reakce kysliku.

Pozndmka. Zde je dtlezité si uvédomit, Ze uvedené divoké hodnoty konstant jsou vdzany na kon-
krétni volbu fyzikadlnich jednotek. Absolutni teplota T je uvedena v kelvinech (K) a konstanty v ex-
ponencieldch maji rozmér K~!. P¥i pfechodu k jinym jednotkdm by tyto stejné konstanty mély jinou
numerickou hodnotu!

7.5.4 Vyhofivani paliva

Cleny Rehar, Ryol, Roms V Tovnici energie (7.6) urcuji rychlost vyhotivani tii sloZek paliva (vdzany
uhlik v uhli, tékavé latky z uhli, biomasa). U uhli byva dobfe zndma chemicka i fyzikdlni analyza, a
proto je mozné uvazovat pevné Castice a tékavé slozky samostatné a uplatnit na né zndmou teorii.
Neni vSak moZné sledovat postupné uvolniovani tékavych sloZek z ¢astic, a proto se vzhledem k ne-
patrné velikosti ¢astic pfedpokladd, Ze castice se pohybuji spolu s plynem, a Ze tiplna devolatilizace
uz probéhla pred vstupem do spalovaci komory. To alespon z¢asti skute¢né plati, nebot’ primérni
vzduch je predehiaty.

Jednoduchy model [BSM™* 13a] pro rychlost vyhotivani pevnych &astic i tékavych latek v zavislosti
na jejich aktudlni koncentraci, resp. v pfepo¢tu na hmotnost jedné ¢astice ma tvar

dm -
vol —_ AVOI m\(;!c\),i)l ngol e Evol/(RT) , (7 16)
dt 2
dm h —
dCt ar —_ Achar mgﬁ};ir Yg;hare Echa,—/(RT) . (7 17)

Tzv. vyhotivaci kfivky pro mp,, v zavislosti na teploté jsou zobrazeny na obrazku 7.7.
Vyhfevnost jednotlivych sloZek je pak ddna rovnici

Rchar + Pyol = LHV o1,

pficemz hcpar je ddna energii reakce
C+0y— CO,

a LHV,,, je naméfeno pro konkrétni typ uhli.
V pfipadé biomasy vyuZivime experimentdlni data (jako nap¥. [?, ?] pro sférické ¢astice borového
dieva o pocatecnim poloméru 1 mm) o ibytku hmotnosti ¢astice biomasy v zavislosti na ¢ase. Opét

potiebujeme ziskat z4vislost ve tvaru

d
d—"; = f(m). (7.18)

Postupujeme dle nédsledujici procedury:
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Relativni hmotnost m/m,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t[s]

Obrazek 7.7: Vyhoftivaci kfivky pevné vazaného uhliku v ¢asticich uhli a jejich zavislost na teploté.

1. Vyhoftivaci kfivky jsou obvykle prezentovany jako relativni tibytek hmotnosti
e (1) = 20 (7.19)
rel = m(0) .

pro danou pocétecni hmotnost ¢astice m (0). Naméfenou zavislost proloZime hladkou polyno-
midlni kfivkou.

2. Numericky aproximujeme derivaci
drnrel

g := ar (7.20)

3. Z podstaty popisovaného jevu je funkce mye = mye (t) ostie klesajici, a je proto mozné najit
(resp. numericky aproximovat) inverzni funkci ¢ = ¢ (m,e]). Dosazenim do (7.20) dostdvame

dmrel
dt

= g (t(Mye))) =: h (M) .

4. Nakonec se vratime k absolutnim hmotnostem. Dle (7.19)

dm dmye ( m )
—=m0)——=m@O)h|——=]|=: f(m). 7.21
T ()dt 0) m0) f(m (7.21)
Hodnoty f pro m € [0, m (0)] mohou byt vzorkovany do tabulky, v niZ lIze b€hem simulace vy-
hledavat. Cely proces je zndzornén na obrazku 7.8 . Vyhofivaci kiivka zde m4 dva ,schody*,
které odpovidaji rychlému uvolnéni a vyhofeni tékavych sloZek a pomalej$imu hofeni pevného
uhliku. Neni tfeba tedy modelovat vyhofivani obou soucésti paliva samostatné.

Déle je tfeba dofesit:



102 KAPITOLA 7. FORMULACE PROBLEMU V INZENYRSKE PRAXI

1
nameéfena vyhoftivaci kfivka
interpolovana kfivka m_rel(t)
B = 0.01 * d(m_rel)/dt jako funkce t

5 08 0.01 * d(m_rel)/dt jako funkce m_rel
[}
|
£
©
o
Qo
[
c
g
£
€
I
°
|
€
k7]
o
=
IS
£
<
'
=
©
[}
o

Il Il J

_0.4 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Cas [s] nebo relativni hmotnost m_rel

Obrazek 7.8: Konstrukce funkce f dané vztahem (7.21) z naméfené vyhoftivaci kfivky.

Y ¥z

1. Co se stane, pokud m > m (0). Nejjednodussi je polozit m = m (0).

2. Musi byt modelovana zavislost na teploté a koncentraci kysliku. Miizeme pouzit napfiklad mo-

del q
m
T f(m)F(T,Yo,), (7.22)
kde
Yﬁ e E/(RT)

0>
F|(T,Yy,)|=——.
( 02) Yﬁ e—E/(RTy)
02,0

Konstanty f a E lze nafitovat ze znalosti vyhofivacich kfivek pfi riznych teplotach, resp. kon-
centracich. Vysledny tvar vyhofivaci kiivky v zavislosti na teploté mtize byt jako na obrazku 7.9
Protoze devolatilizace biomasy se v rdmci jejiho spalovdni nemodeluje, mdme pouze
homs = LHVpms.
7.5.5 Zbyvajici konstanty a vyrazy
Tato ¢ast shrnuje definice zbyvajicich konstant a vyrazi:

h 1 h 1
Rg():lr = Rehar, Rzgal = Ryoly Rﬁniisr = (1 = volpms) Roms, Rl‘)?ns = VOlpms Roms»

ag €g(Yn,0, Yco,, Twall)

1 - exp(—1/0.1(p11,0 + Pco,) LB + 160p,0) (1~ 3.8 10 Tya))
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= T=1500 K

T=1600 K
= T=1700 K

T=1800 K
= T=1900 K
T=2000 K
T=2100 K
T=2200 K

1226.85 C)
1326.85 C)
1426.85 C)
1526.85 C)
1626.85 C)
1726.85 C)
1826.85 C)
1926.85 C)

o~ o~~~ —

Relativni hmotnost m/m0

0.2

B A | A

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t[s]

Obrazek 7.9: Zavislost tvaru vyhofivacich kiivek biomasy na teploteé.

- - Vi
pH,0 = p - [H20]- 10 6, pco, = p-[CO21-10 6 =35 furnace'

furnace
Sc;=0.7, Pr; =0.85, vy=14, or=1.0, o:=1.3, os=1.5,
g=1(0,-9.81,0), Cre =1.44, Cor=1.92, Cu=0.09, o=>5.67- 10_8,
Appr=25000,  pno=p-INOI-10°%,  co=ci(m),  X§ =X§ (102])

ny=1.7, a=0.5 B=0.5 61=0.5 02=03=0.25

7.5.6 Okrajové podminky

Okrajové podminky jsou definovdny nésledujicim zptisobem:

7.5.6.1 Okrajové podminky na sténach

* no-slip okrajova podminka
V1 =V2=0,

* nulovd Neumannova okrajovd podminka pro extrapolaci skalarnich veli¢in

0 o0 9o o o
on _anQ *_GnQChar_aanl_On -

 okrajovd podminka pro turbulentni kintetickou energii a jeji disipaci
0
—(pk) =0,
on 00

2
8:21/(6\/E) R

on
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* konvektivni pfestup tepla do stén s predpokladem konstantni teploty stén

B
lﬁ(g T) = Aconv* (T — Tyan)- (7.23)

7.5.6.2 Okrajové podminky na hofacich

Nastaveni okrajovych podminek na hofacich je nésledujici:
* hotéky:

— hmotnostni tok paliva, teplota smési

— jeden z tidaji:

* rychlost primarniho vzduchu a koeficient pfebytku vzduchu (excess air coefficient)

+ pratok Cerstvého vzduchu,
* okrajové podminky k — € modelu turbulence

3
Cik?

k = p; 3(|V- Iin)?,  pe=pi
(Y —pm2 inldin) >, P _me.007Dh

kde I;,, pfedstavuje intenzitu turbulentni kinetické energie

o=

inlVinlDp\~

L =0.16 (M)

U

» Trysky sekundarniho a dohotivaciho vzduchu jsou realizovany jako hotdky s nulovym priito-
kem paliva.

7.5.6.3 Recirkulace spalin

V systému pfipravy paliva se tzv. primdrni smés sklada z
e recirkulovanych spalin, které zahtivaji rozemleté praskové palivo
e Cistého vzduchu, jehoZ pfiddnim je teplota smési sniZena pod bod vzplanuti paliva

Je znamo, Ze vyslednd smés obsahuje asi 10% kysliku. Tohoto kritéria je pouzito k vypoctu poméru
Cistého vzduchu a recirkulovaného plynu na hofdcich. Chemické sloZeni recirkulovaného plynu ne-
odpovid4 aktudlnim hodnotdm na vystupu ze spalovaci komory, protoZe by to znamenalo modelovat
i recirkulacni potrubi, a nebo realizovat néjaky nelokdlni pfenos informace. Misto toho je toto sloZzeni
pfedepsédno pevné na zékladé pfedchozich simulaci.

7.5.6.4 Okrajové podminky na vystupu

Odvod spalin je tzv. nuceny, tj. na vystupu je ventilator, ktery spaliny pohdni. Je to proto, Ze ve
spalovaci komofe musi byt o néco niZsi nez atmosféricky tlak, jinak by dochézelo k tiniku spalin vSemi
netésnostmi v systému. Okrajovd podminka je toto zohledruje pfedepsanim pevného hodnoty tlakuy,

kterd je dana vykonem ventildtoru.



7.5. REAGUJICI VICESLOZKOVE PROUDENI, MODELOVANI HORENI 105

7.5.7 Pocatecni podminky

Pocétecni podminky pfedpokladaji, Ze ve spalovaci komofte je Cisty vzduch pfedehiédty na teplotu
dostatecnou ke vzniceni paliva. Konkrétni nastaveni je nasledujici:

oY« = OmiYsni,

Ochar = 0, Ovoa=0, n=0,
eVi = OniViini
eV = QniV2nis

eT = QiniTini

2
ok = Qini'1-5(1ini Vlz,ini+v22,ini)’

1.5
075 _Kini

e = pniC .
€ eini%y 007D,

Pozndmka. Pii skute¢ném provozu je kazda odstavka drahd a je snaha provozovat zatizeni bez pfe-
rusSeni co nejdéle. Po odstavce zajiSt'uji pfedehtati spalovaci komory plynové hofdky. Po samotném
startu se vSak teplota ve spalovaci komofe ustaluje jesté fadu hodin. ProtoZe my modelujeme jen
samotnou spalovaci komoru a teplotu stén pfedepisujeme konstantni (a odpovidajici ustdlenému
stavu), doba do dosazeni ustdleného stavu trva jen nékolik sekund fyzikdlniho ¢asu.

7.5.8 Modelovani pfestupu tepla

Bilanci produkce a spotieby tepla je nutné modelovat zvlasté peclivé, nebot na teploté zdsadné
z4visi rychlosti vSech chemickych reakci, a tedy i sloZeni spalin, produkce $kodlivin, efektivita pfe-
stupu tepla atd. V modelu jsou zahrnuty nasledujici pfistupy:

* Vedeni tepla je ddno standardné Fourierovym zdkonem (3.48) , tj. g, = =V - (AVT).

* Konvektivni pfestup tepla na sténdch je vycislen algoritmicky. Koeficient Acony (7.23) je funkci

teploty spalin T,

Yoy

Reynoldsova ¢isla Re = L%, kde L je charakteristicky rozmér (3itka stény),

tepelné vodivosti plynu A,

meérné teplené kapacity plynu cp,

tepelné vodivosti oceli (materidlu stény) Ay, =447 - m2.K! pfi teploté 300°C,

mérné tepelné kapacity oceli ¢y, ywan =460 J - kg 1Kl

* Radiacni pfestup tepla g,g + gy v (7.6) se sklada ze dvou Casti. Radiace typu plyn-plyn je dana
Rosselandovym modelem
Grg=-V-(160Tn2T*VT)

kde n, = 1.7 je index lomu spalin (opticky husté prostfedi) a dale

r-— 1
3(1.5+¢e(T)

Radiace typu plyn-sténaje dana

Grw=E0 (€ (T) T* = & (Twan) Tiay)-
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kde ¢ = (1 +0.9)-0.5 je korekéni parametru a emisivita (tj. i absorptivita) € spalin se vyvhodnotina
zékladé emisivity jeho slozek H,O and CO», s moZnym rozsfenim o emisivitu popela a plamene.
€ déle zavisi na stiedni délce paprsku v

L= 3.5(—A
kde V je objem spalovaci komory a A je celkova plocha stén. ProtoZe stény jsou zvinéné kviili
varnicim, které za nimi probihaji, je vzorec doplnén o faktor zvinéni ¢, ktery reprezentuje zvét-
Seni redlné plochy stén.

 Dulezité vlastnosti materidll (tepelna kapacita, tepelna vodivost, viskozita atd.) jsou zavislé na
teploté. Obvykle jsou k dispozici korelace vyjadtujici zavislost téchto veli¢in na teploté pro jed-
notlivé chemické sloZzky spalin. Z nich je pak vypocitdna teoretickd hodnota pro smés dle po-
mérného zastoupeni jednotlivych komponent.

7.6 Vicefazové proudéni, fluidizace

V této kapitole formulujeme eulerovsky model pro dvoufazové proudéni vzduchu a sypkého pev-
ného materidlu. Vkomote, v niZ je zespoda pfes tzv. distributor vhanén dostate¢nou rychlosti vzduch,
dojde ke vznosu pevnych ¢astic a vysledna smés se chova jako tekutina, kterd se nazyva fluidni loZe.
Hmotnostni podil pevnych ¢4astic na jednotku objemu se uvazuje jako spojita veli¢ina, a proto se pro
jejich pohyb daji formulovat zakony zachovéani analogické Navierovym-Stokesovym rovnicim.

Fluidizace mj. se pouZziva pro pneumaticky transport sypkych materiali nebo ve fluidnich kotlich
[Bas06]. V zavislosti na pritoku vzduchu v nich lze rozlisit

* bublajici fluidni loZe, kdy pevné ¢astice se vznesou jen do urcité vysky ve spalovaci komofte a
opét padaji zpét,

e cirkulujici fluidni loZe, kdy je vznos dostate¢ny k tomu, aby castice opustily spalovaci komoru
a pres separdator (cyklon) se vraceji zpét.

Pneumaticky transport nastdva pfi dalsim zvySovani pratoku plynu. Fluidiza¢ni médium nemusi byt
obecné jen plyn, ale i kapalina.

Necht Q cR? kde d € {2,3} je oblast reprezentujici fluidizacni komorua ¢ = (0, tyax) je Casovy
interval. Pro obé faze (dolni index g oznacuje plyn a s oznacuje pevnou fazi) uvazujeme Navierovy-
Stokesovy rovnice ve tvaru

Og€g V- (0ggVs) 0
0| 0ssVy + V- (0gegVeg® V) _ —£gVPg+ V- (egTg)
ot OsEs V- (0sesVs) 0
0sEsVs V- (0sesVs® V) —G(eg) Ves —VPg + V- (£5Ty)
0
o os8*P gSO(VS B R PP

(0s—0g) g+ Bgs(Vg—V5)

v _# x Q, kde jednotlivé neznamé veli€iny jsou shrnuty v tabulce 7.1 . Clen G (&g) Ve, hraje roli analo-
gickou teoretickém gradientu tlaku pevné faze VP a zamezuje pfiliSnému shluknuti pevnych céstic.
Kazdy sypky materidl totiz i v klidu obsahuje zna¢ny podil volného prostoru mezi ¢asticemi (voidage,
void fraction) €g min @ k nému pfislusny maximalni objemovy zlomek pevné faze (packing limir)

Esmax = 1— €g,min-
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Obrazek 7.10: Simple example of the problem setup

Velicina Jednotka Obor hodnot Popis
Pg Pa R tlak plynné faze
T K R* teplota (konstantni)
Og kg-m~3 R* hustota plynné faze
Vg m-s! R4 rychlost plynné faze
£g - [0,1] objemovy zlomek plynné faze
Qs kg-m™3 R* hustota pevné faze (konstantni)
Vs m-s~! R4 rychlost pevné faze
£ - [0,1] objemovy zlomek pevné faze

Tabulka 7.1: Seznam velic¢in popisujicich dvoufazové proudéni pfi fluidizaci.
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Funkce G se nazyva modul stlacitelnosti a ma dle [Gid94] empiricky ur¢eny tvar
Gleg) = 1087665 +5.43 (7.25)

Koeficient f¢ reprezentuje pfenos hybnosti mezi obéma fazemi, tzv. drag. Tvar g pouZity v (7.24)
je opét dle [Gid94]

2
150 =k 75 VeVeleses S0
Bgs = ) e (7.26)
§Car e £5=0.2,
24 0.687
+—(1+0.15Re Re; <1000,
C; = { fes 77) Reg (7.27)
0.44 Re, > 1000,
Ve—-Vg|ldspoge
Re;, = Ve~ Vil dsog g (7.28)
Hg
Symbol g oznacuje gravita¢ni zrychleni, d; je primeér ¢astic a ¢, jejich sféricita.
Vztah
Egtes = 1, (7.29)
a stavova rovnice idedlniho plynu
P = QRspecT. (6.5)
uzaviraji systém. Teplota T je uvaZovana konstantni a stejnd pro obé faze.
7.6.1 Pocatecni podminky
Pocétecni podminky jsou dany jako
Pg(0,x) = Pgini(x),
Vg(0,x) = Vgini(x),
£:(0,x) = €5ini(X),
Vs(0,x) = Vgini(x), (7.30)
z ¢ehoz se dopocitaji ostatni velic¢iny jako
Pg ini (%)
Qg (0, x) — &y
Rspec T
€g(0,x) = 1-é&gni(x). (7.31)

7.6.2 Okrajové podminky

UvaZujeme tfi typy okrajovych podminek na hranici rozdélené na vstup I'ip, vystup I'oyr @ sténu
Fyanl, kde 0Q = T'in UT oyt U Ty

e Nasténé (pro x € I'y,y) uvazujeme no-slip okrajové podminky pro obé rychlosti,tj.
Vs(t,x)=Vg(t,x) = 0 Vite g, (7.32)
a nulové Neumannovy okrajové podminky pro gg a 5, tj.

00g (1,X)  Oes(1,x)
on  0n

kde n je vektor vnéjsi normély k Q) .

=0 Ve g, (7.33)
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* Navstupu (pro x € I'j,) je pfedepsédna rychlost obou fazi a objemovy zlomek pevné faze

Vg(t,x) = Vgin(t,x),
Vs(t,x) = Vgin(tx),
g(t,x) = &sin(t,%).

Déle se uvazuje nulovd Neumannova podminka pro hustotu plynu

Opg(t,x)_o
on

* Navystupu (pro x € I'gy;) je pfedepsén tlak plynu
Pg(t,x) = Pgout(t,x).

Pro ostatni veli¢iny plati nulovd Neumannova podminka, tj.

Vg (1,x) 0V (t,x) o
on  0omn
Oeg (t,x)
—— =0.
on

7.7 Proudéni s volnou hranici, fazové prechody
¢ proudéni s volnou hranici
- volume of fluid metoda
 fazové prechody, Stefanova tloha
¢ phase-field formulace
» fazové pfechody s proudénim

* fluid-structure interaction
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(7.34)
(7.35)
(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)
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