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Predmluva

Tato sbirka piikladi z matematické analyzy vznikla ptivodné jako material pro cvicici
tohoto predmétu. V prvni fazi se o jeji vznik nejvice zaslouzil Michal Kozdk, ktery
spolec¢né s Ondrou Partlem, Katkou Henclovou, Mirkem Koldfem a Davidem Celnjym
vytvorili kostru sbirky - tj. zadani tficeti prikladt pro kazdy tyden. V dalsi fazi byla
tato sbirka rozsifena o vzorové reseni vSech prikladt, v tomto bodé patii nejvétsi kredit
Tomasi Smejkalovi, ktery odvedl zdaleka nejvice prace a spole¢né s Jakubem Kofenkem,
Petrem Gaélisem, Janou Vackovou a Zuzkou Szabovou nakonec i pfes mnohé tuskali a
neshody, pfi kterych nékdy takika tekla krev, sbirku dokoncili. Vzhledem k obsahlosti
materidlu se bohuzel nepodafilo odstranit veskeré preklepy a drobné chyby - jakozto
posledni spravce této sbirky, se kterou uz se pro ptivodni i¢el nepocita, predavam sbirku
do rukou studentd a prosim je, aby tento posledni tikol dokonc¢ili za nas. Pevné véfim, ze
prace nas vsech, co jsme se na sepsani sbirky podileli, bude ztiro¢ena v podobé brilantnich
vysledkl studentti u zkousky prvacké jadernacké analyzy.

1. zari 2022 Jakub Korfenek



1 Prvni tyden
1.1 Pripravny tyden

n

Piiklad 1.1 Sectéte S (ak +b), kde a,b€ C, a > ¢*, kdeqe C aq#1 a q #0.
k=1 k=0

n
Piiklad 1.2 Sectéte > k2.
k=1

Piiklad 1.3 Sectéte S, = Y sin(kx) pro pevné x € R — {2kn|k € Z}.
k=1

Priklad 1.4 Dokazte matematickou indukci binomickou vétu.

Priklad 1.5 Dokazte matematickou indukci Moivrovu vétu. Necht z = |z|(cos 6+ isin 0)
an € N. Pak 2" = |2|" (cosnf + isinnb).

Piiklad 1.6 Matematickou indukci dokazte, Ze plati

1.2 Rovnice a nerovnice

Piiklad 1.7 Urcete vsechna a € R, pro kterd md rovnice

=a+1

r—a

alespon jeden zdporny koren.

Piiklad 1.8 Reste v R? soustavu

r+(b-1y=1,
(b+1)z+3y=—1

s redlnym parametrem b.

Priklad 1.9 Urcete, pro které hodnoty redlného parametru a € R md soustava

axr — 2y = 3,
3z +ay =4



mnoZinu feseni S, kterd je podmnoZinou ¢turtého kvadrantu v R?, tj.

S CA{(z,y)lr >0Ay <0}.

Priklad 1.10 Reste v R nerovnici

(22 = 1)(z — 2)%(z — 3)

> 0.

Piiklad 1.11 Reste v R nerovnici
ax? +bx+c¢ >0,
kde a,b, c jsou redlné parametry.
P¥iklad 1.12 Reste v R nerovnici
laxz? —b| < a,
s redlnygmi parametry a,b.

Piiklad 1.13 Reste v R rovnici

\/:C+3—4\/1—x:1+\/5.

Piiklad 1.14 Reste v R rovnici

.25 —x 5/ 34+
3 3

= 4.
\/3+a: +3\/25—x

P¥iklad 1.15 Reste v R rovnici
22+ +b=ux
s redlnym parametrem b.
Piiklad 1.16 Pro kterd redlna ¢isla m bude mit rovnice
47% — 8mz —6m+9=10

jeden koten roven trojndsobku druhého kotene?



1.3 Logaritmy a logaritmické rovnice

Piiklad 1.17 Reste v R rovnici

2.2 9
xlog z?—3log(z)—35 _ 107210g(x)'

Piiklad 1.18 Reste v R? soustavu rovnic

logsz + 319939 = 7,

a¥ = 5'2.

1.4 Goniometrické rovnice

Piiklad 1.19 Reste v R rovnici

sinz + V3cosx = V2.

Piiklad 1.20 Reste v R rovnici

1—-tgzx

———— = 2cos 2.
1+tgx

Priklad 1.21 Reste v R

in2 r— 3 si 1
‘sm x 281nx+2 - 1.

|cos

Priklad 1.22 Reste rovnici v R

sin x + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3.



Priklad 1.23 Reste nerovnici v R

2sinx <

cosz

Ptiklad 1.24 Reste v R
16sin22? + 4. 22(:05233 =10.

Priklad 1.25 Urcéete vsechna ¢isla x € R tak, aby cturty clen binomického rozvoje

6
(mm + 13/5)
byl roven 200.

1.5 Komplexni ¢isla

Priklad 1.26 Zapiste c¢islo z = ’;O;ll v goniometrickém tvaru.

Priklad 1.27 Resté v C:
22 44z —3=0.

Priklad 1.28 Reste v C:

1. ,
(65— =)z + 2z = 22i.
i

Priklad 1.29 V Gaussové roviné zakreslete mnozinu tesent v C rovnice

(lz—14 —|z2+37) (|2 —2) =0.

Priklad 1.30 V C reste rovnics

AP 22— +1=0.



2 Druhy tyden

2.1 Vyrokova a predikatova logika

Piiklad 2.1 Znegujte vyroky: ,Pokud bude hezky a budu-li mit ¢as, pijdu si zabéhat.*,
»Existuje clovek vysoky 2 metry.“, (Ve € RT)(Ing € N)(Vn € N,n > ng)(lap,—al| < &)

Priklad 2.2 Zapiste vyrok: ,Plati A i B nebo neplati A ani B.“ Viyrok zjednoduste.
Pozn: Je dilezité uzdvorkovani? )
(Reseni: [(ANB)V (~AA-B)] < (A& B). Uzdvorkovdni dileZité je. )

Priklad 2.3 Ukazte, Ze plati

(AV (BAC)) = (AVB) A (AVC)),
(AN (BVC)) = (AAB)V (AAC))

(distributivni zakon). Zobecnéte vztahy vyse pro vyrok sloZeny z koneéného poctu vyrokii.
Priklad 2.4 UkaZte, Ze

-(AAB) & (mAV-B),
-(AV B) & (mAA-B)

(De Morgan). Zobecnéte vztahy vyse pro vyrok sloZeny z koneéného poctu vyroki.

Priklad 2.5 Ukazte, e (A= B) < (-B = -A) & -(AAN-B) < (mAV B).
Priklad 2.6 Zjednoduste vgrok (AN B)V —B.
Priklad 2.7 Rozhodnéte o tranzitivité implikace a ekvivalence.

Priklad 2.8 Zapiste pomoct kvantifikdtori nasledujici vijroky. Pozor na sprdvné umisténi
zavorek. Vyroky posléze znegugjte.

i. ,,Pro vsechna redlnd cisla x plate, Ze jejich druhd mocnina je nezapornd.“
1. ,Fristuje redlné c¢islo mensi nez jedna.“
1. ,Fxistugi dvé prirozend c¢isla n a m takovd, Ze jejich soucet je 10.“

w. ,Pro kaZdé prirozené cislo n existuje pravé jedno prirozené c¢islo m takové, Ze jejich
soucet je 10.
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Priiklad 2.9 Zapiste pomoci kvantifikdtord ndsledujici vijroky. Pozor na sprdvné umisténi
zavorek. Vyroky posléze znequjte.

i. ,,Pro kazdé prirozené cislo plati, Ze jeho soucet i soucin se sebou samym je opét
prirozené cislo.“

s ovo s vs

1. ,Pro kaZdé raciondlni cislo r plati, Ze existuje celé c¢islo p a pFirozené cislo q takove,
Ze r je rovno podilu p a q.“ (Tj. raciondlni ¢isla lze psdt jako zlomky.)

i1i. ,Pro vSechna pfirozend cisla n plati, Ze je-li liché, pak n+ 1 je sudé.“
w. ,Kdyz a déli b, pak deli také kazdy ndsobek b.“

Priklad 2.10 Zapiste pomoci kvantifikdatori ndsledujici vyroky. Pozor na spravné umistént
zavorek. Vyroky posléze znegugjte.

i. ,Je-li a rovno 2 nebo 3, pak je mensi nez 10.“
ii. ,,Clislo je délitelné Sesti prdavé tehdy, kdyZ je délitelné dvéma a tremi.“
1. ,,Pro vSechna € kladnd existuje prirozené cislo ng takové, Ze pro vsechna prirozend

¢isla n vétsi nez ng je n-ty clen posloupnosti (ay) vzddlen od éisla a méné nez o

6.“

Priklad 2.11 Negujte ndsledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho ne-
gace:

i. (Vo,y € R)(2? + 42 > 0)
i. (Ve eR)FyeN)((y<z)A(y+1>x))
ii. (Ve >0)(30 > 0)(Vz e R)((0 < |z — 1| <) = (|l — 3| <¢))

Priklad 2.12 Zapiste pomoci kvantifikdtoru ndsledujici vyrok a jeho megaci; vySetrete
pravdivost obou vyroku: ,KazZdd kvadratickd rovnice s redlngmi koeficienty md kladné
resent.

Priklad 2.13 Zapiste pomoci kvantifikatord ndsledujici vijrok a jeho negaci; vijrok do-
kazte: ,Pro kaZdé celé ¢islo n plati, Ze pokud n? je liché, potom n je rovnéz liché.“

Priklad 2.14 Slovné napiste ndsledujici vijroky zapsané pomoci kvantifikdtori a roz-
hodnéte o jejich pravdivosti:

i. (VxeR)FyeR)(x>y)
ii. (GzreR)(Vy € R)(z > y)

N[

iii. (Ya € R)(Yb € R)((a+b =)= (a>Hvp>

))

11



2.2 Dukazy: primy, sporem a indukce

Piiklad 2.15 DokaZte, Ze:
i. pro Vn € N plati: je-li n? délitelné 9, potom n je délitelné 3.
1. proVa,y € R,x,y > 0, plati AG nerovnost:

$—2}—y >\ zy.

Priklad 2.16 Ukaste, Ze mnoZina vsech prvocisel je nekonecnd.
Priklad 2.17 DokaZte, Ze neexistuje nejmensi kladné raciondlni ¢islo.

Pi#iklad 2.18 Dokaste, Ze \/2 neni raciondlni cislo (tj. nelze jej zapsat jako zlomek g,
kde p € Z a q € N jsou nesoudélna).
Priklad 2.19 Dokazte, Ze pro vSechna x € R plati:

sinx + cosx # 1,5.

Priklad 2.20 Dokazte, Ze pro libovolné n € N, n > 2, plati nerovnost
Zn: 1 > \/n.
o vk
Priklad 2.21 Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati nerovnost
n

sz—1 - 1
2k T V2n+1

k=1

2.3 Zobrazeni, funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, zobrazeni surjek-
tivni, injektivni a bijektivni, skladani zobrazeni

Priklad 2.22 Definujme mnoziny J = {1,2} a H = {3,4}. Vypiste vsechny podm-
noziny J X H, které definuji zobrazeni

i. f:J—>H
. f:(J)—H

12



Priklad 2.23 Uréete definicni obory funkci danijch predpisem

f(z) = In(sin(2z)), g(x) =logylogslog, z, w(z)= (2x)!,

Priklad 2.24 Urcéete obory hodnot funkci f, g a w z pfedchozi ulohy, tj.:
f(z) = In(sin(22)), g(x) = logy logs logy z,  w(z) = (2x)!.

Priklad 2.25 Naleznéte obory hodnot nasledujicich funkci:

fl@)=2* Dy=(-12)
ii. f(x) =logx, Dy = (10,1000)
iii. f(xr) =2+ 2z], D;y=1(0,1)
. f(n)=n(-1)", neN

Priiklad 2.26 Naleznéte obory hodnot nasledujicich funkci:
i fx)=(x+1)/(a*+2+1), D;=R
i. f(r) = (z+1)/(z®+3x+1), Dy =R~ {(-3+5)/2}
Priklad 2.27 Uréete obor hodnot funkce f : C — C definované vztahem
f(2) =2z+2Z+ 22+ iz.

Pi#iklad 2.28 Budte fi(x) = 2%, fo(z) = 2%, f3(z) = sgnx. Urcete definicni obory a
obory hodnot funkct f; o f;, kde i,j = 1,2,3, a napocitejte (fio f;)(x).

Piiklad 2.29 Zapiste pomoct kvantifikdtori, Ze zobrazent h je injektivni, resp. M-surjektivni,
resp. bijektivni.

Priklad 2.30 Necht zobrazeni f : (R) — R je definovdno vztahem f(x) = Ztl. Urcete
i. Dy a Hy,
ii. f~Y (M) pro M = (2,3)
iti. f(N) pro N = (3,4).

13



3 Treti tyden

3.1 Zobrazeni, funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, zobrazeni M-surjektivni,
injektivni a bijektivni, skladani zobrazeni

Priklad 3.1 Volte vhodny definicni obor Dy C R pro funkci f : Dy — (—1,1) danou
predpisem f(x) = sinx tak, aby byla

i. (—1,1)-surjektivni a soucasné neinjektioni,
it. injektioni a soucasné nebyla (—1,1)-surjektioni,
iii. (—1,1)-bijektivnd,
iv. neinjektivni ani nebyla (—1, 1)-surjektivni.
Piiklad 3.2 Najdéte inverzni funkci k funkci

ar +b
cr+d

flz) =

na jejim definicnim oboru. Jakou podminku must splnovat koeficienty a,b,c,d, aby in-
verze existovala?

Piiklad 3.3 Necht zobrazeni f : R — R je definovdno vztahem f(x) = o
i. Urcete Hy a obor hodnot restrikce f\<17+oo).

i. Vysetrete injektivitu zobrazeni f i injektivitu restrikce fl(1 4 oc)-

Piiklad 3.4 Necht zobrazeni f : (1,2) — (0,2) je definovdno vztahem f(x) = \/x(z — 1)
a zobrazeni g : N x N — N wvztahem g(m,n) = m - n. VysSetrete u funkci f a g, zda jsou

1. ingektivni,
it. (0,2)-surjektivni (u funkce f), resp N-surjektioni (u funkce g).

P¥iklad 3.5 Necht zobrazeni f : C — C je definovdno vztahem f(z) = 23. Urcete
fU(R) a vysetrete, jestli f je injektivni a C-surjektivni.

Priklad 3.6 Urcete definicni obory funkci fog a go f, kde

f(x) =tgz, g(z) = Va

Okomentujte, zda se tyto dvé sloZen€ funkce rovnaji ¢i nikoli.

14



3.2 Cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické funkce

Priklad 3.7 Urcete definicni obor, obor hodnot a nakreslete graf ndsledujicich funkct
i. f(z) =|arcsin(—2x)|,
i. f(xr) = —2arcsin(|z +1|) + 7,
i, f(r) = |arccos(l — ) — F|.
Priklad 3.8 Dokazte vztah

™ .
arccos r — 5 — arcsinx.

Pro kterd x tato identita plati?

Priklad 3.9 Odvodte nasledujici vztahy
i. cosh?z — sinh?z = 1,
1. sinh 2z = 2 sinh x cosh x.

Pro kterd x tyto identity plati?

Piiklad 3.10 Zjednoduste ndsledujict vyrazy:
i. sin (arctg ),
ii. cos (arcsinz),
iti. sinh (argcoshx).
Pro ktera x jsou dané dpravy korektni?

Priklad 3.11 Definujte funkce argsinhx a argtgh x, naleznéte jejich definiéni obory a
obory hodnot a nakreslete jejich grafy.

Priklad 3.12 Odvodte identity
i. argsinhz = In(z + Va2 + 1),

1
)

it. argtghx = %ln(

Pro kterd x tyto rovnosti plati?

15



3.3 Mnozinové operace, velikost a ekvivalence mnozin

Priklad 3.13 DokazZte De Morganovy zakony pro sjednoceni a prinik mmoZin pfes in-
dexovou mnozinu libovolné mohutnosti, tj.

U\<ﬂ Aa> = J U~4), U~ (U Aa) = () (U~ Ad).

a€ly a€ly a€ly a€ly

Priklad 3.14 DokaZte, Ze
(ANC)NB=ANn(B~C), (ANB)N(B~C)=0, BUANC)~ (AN B)=B.

Priklad 3.15 Zjednoduste vyjdadrent ndsledujicich mnoZin:

i. U (—n,n),

neN

. 11
i ) <_M>
o (2220,

neN

. r+1
. ﬂ <r, r2+1)'

reR

Priklad 3.16 Necht f: R — R. Ukazte, Ze plati

U {zcRIlr@I> 2} = e RIf@) 20,
neN
Priklad 3.17 Volte nespocetné mnoziny A, B tak, aby A ~ B byla
1. prazdnd,
1. konecnd,
1. spocetnd,
1. nespocetnd.
Priklad 3.18
1. Kolik prvki maji ndsledujici mnoziny

(1}, {1,1}, {neNn<1i0}, {1,2{1,2},0}?

16



1. Kolik prvkd md prdzdnd mnozina? Kolik prvkid md mnoZina véech prazdniych mnozin?
Kolik prvki md mnozina vSech mnoZin obsahujicich pouze prdazdnou mnoZinu?

Priklad 3.19 DokaZte, Ze
i. (a,b) ~ (¢,d), (a,b) ~ {(c,d), (a,b) ~ {(a,b),
it. (0,1) ~ (0,00) ~ (—00, 00),

kde a,b,c,d € R, a < b, c < d.

Priklad 3.20 Dokazte, Ze
i. mnozina Q je spocetnd,

1. mnozina R je nespocetnd.

3.4 Omezenost mnozin

Priklad 3.21 Zapiste pomoct kvantifikdtori definici omezené a shora & zdola omezené
mnozZiny a definici horni/dolni zdvory.

Priklad 3.22 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora ndsledujicich podmnoZin R
i. {2—n|n e N},
i. {x > 0| sin(5z) > 16sin® z},
ii. {n+1— n|n e N}
Priklad 3.23 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujicich podmnoZin R
i. {22+ 5z — 6|z € (—1,+00)},
ii. {z €R|z*+5z—6¢€ (—1,400)}.

Priklad 3.24 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujici podmnoZiny R.
Pokuste se urcit prislusné mnoziny vsech dolnich a hornich zdvor.

i. 0

ii. {32%7|n € N}

3
iti. {7l v € R}

Priklad 3.25 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujici podmnoZiny R.
Pokuste se urcit prislusne mnoZiny vsech dolnich a hornich zdvor.

i. {logy(z)[x € (0,5)},

17



ii. {arctg (%) |z € R}.

Priklad 3.26 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich podmmnoZzin C:
i. {b+cosp+i(3+sinp)|pe R},
i. {100z + 22| |2| < 2}.

Priklad 3.27 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich podmmnoZin C:
i {27 |z +1i- 3| <1},
ii. {a+ |a,beR, (a+b)(a—0b)=1}.

Priklad 3.28 Rozhodnéte o omezenosti mnoZiny

{z € R|(3In € N)(log,n =n)}.

Priklad 3.29 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich mnoZin:
i. My ={1=|z € R},
ii. My = {1752| 2z € C~ {i, —i}}.
Priklad 3.30 Budte
i. My ={z€C|(z+1)!0 = (z — 1)1},
ii. My ={z € C||z+ 1 = |z — 1]'°}.

Urcete v jakém vztahu jsou mnoZiny My, My a rozhodnéte o jejich omezenosti.
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4 Ctvrty tyden

4.1 Supremum a infimum mnozZiny

Priklad 4.1 Zapiste pomoci kvantifikatori definice minima, mazima, infima a suprema

podmnoziny R. Cemu se rovnd sup() a inf 0?2

Priklad 4.2 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zte: 5
n

M = .

{3n+1 ”GN}

Priiklad 4.3 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zte: 5
X

M={-""|zer}.

{x2—|—10 ve }

Priklad 4.4 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zle:
Mo 2y/x —3
V42

Priiklad 4.5 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a
Zte: )
M = 1—-—,2].
n0-32)
Priklad 4.6 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zte: )
M= <0,2—n>.

neN

‘xE(O,—I—OO)}.

Piiklad 4.7 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zte:
1
M={ ——|neNy.
{@) 2| }

Priklad 4.8 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a

Zte:
{ 1
M=<a+ —
a

aG(O,l)}.

nasledné své

ndsledné své

nasledné své

ndsledné své

nasledné své

nasledné své

nasledné své

tipy doka-

tipy doka-

tipy doka-

tipy doka-

tipy doka-

tipy doka-

tipy doka-

Priklad 4.9 Zkuste uhddnout supremum, platnost své domnénky dokazte a rozhodnéte,

zda je supremum nabyvdno:

n?+3n+5
sup ﬁ neNyp.
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Piiklad 4.10 Dokazte ndsledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nabgvdno.

. 3z + 1 — 222
infd & —
22 + bx

:UGR+} = 2.

Piiklad 4.11 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdna:

{(—1)”+(_1)n+1 nEN}.

n
Priklad 4.12 DokaZte nasledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nebo supremum
nabyvdno.

i. inf{a3 — 2% —z+2|2€(0,2)} =1,

ii. sup{z® — 2% — 2+ 2|2 €(0,2)} =4.

Priklad 4.13 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdna:

on2 11
M = wrnT tnt neNs.
n?2+5

Priklad 4.14 Tipnéte si supremum a infimum mnoZiny

M = {xERar‘sinxcosx:()}.

1
M:{sin nGN}.
n

Urcete, cemu se rovnd inf M a svou hypotézu dokazte. Mize se hodit nerovnost sinx < x
platnd pro x > 0.

Spravnost svych tipi dokazte.

Priklad 4.15 Bud

Piiklad 4.16 Bud
M, = {az® 4 2z — 3ax — 6|z € R}.

Urcete, cemu se rovnd inf M, a sup M, v zdvislosti na parametru a € R, a svou hypotézu
dokazte.

Priiklad 4.17 Mohou existovat dvé neprazdné podmnoziny A, B C R s vlastnostmi
supA=supB, infA=infB, ANB=)?
Priklad 4.18 Dokazte, Ze pro A, B C R plati
sup(A U B) = max{sup 4, sup B}, inf(AU B) = min{inf A, inf B}.
Diskutugte zvlast pripady, kdy A nebo B jsou prazdné ¢ shora/zdola neomezené mnoziny.
Priklad 4.19 Bud A C R. Definujme —A := {—z|xz € A}. Dokazte, Ze
sup—A =—inf A, inf—A = —supA.
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4.2 Pojem posloupnost, vybrana posloupnost, monotonie posloupnosti

Priklad 4.20 Pomoci kvantifikdtori zapiste definici omezenosti posloupnosti, definici
vybrané posloupnosti a definici skorovybrané posloupnosti. Tyto definice znegujte.

Piiklad 4.21 Rozhodnéte o monotonii (ostrd/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),
kde

1. a/n:27n,

. ap = n® — 5n2.

Priklad 4.22 Rozhodnéte o monotonii (ostrd/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),
kde

2n+3
n2+3n+1’

it. ap = (n —+/n)".

Priklad 4.23 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

1. Qp =

Sz +3

f@) =5 —5

Priklad 4.24 Vysetrete (stejngmi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce
flay=u+
x)=1x+ —.
T

Priklad 4.25 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

f(z) = V3sinz + cos x.

Priklad 4.26 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

1
f(x) = arctg lr|1::f|1

Priklad 4.27 Budte (ay,), (bn) rostouct posloupnosti. Rozhodnéte o pravdivosti ndsle-
dugicich vyroki

i. (an + by) je rostouct

i. (a2) je rostouct
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iii. (anby) je rostouct
Pokud vyrok neplati, dopliite (minimdlni) predpoklady tak, aby se stal pravdivgm.

Priklad 4.28 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrana) z posloupnosti (a).

ian=cV", by=c" (¢>0,c£1),
i, ap =", by =N (6>0,c# 1),

i, ap =", by =c"tED" (6>0,c#1).

Priklad 4.29 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrand) z posloupnosti (ay).

. An? +4n +1

1. aQp="n S —
. n+5 (n+1)!/2+5
i ap=——, b= —-"""——
n—+ 2 (n+1)!/2+2

n+5 n32 45

1. ap = —— =

Priiklad 4.30 Dokazte, Ze kaZdd prostda posloupnost prirozengch ¢isel ma ostre rostouct
podposloupnost.
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5 Pty tyden
5.1 Pojem limita posloupnosti, dikaz limity posloupnost z definice,
neexistence limity

Priklad 5.1 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim n*, ke Q.

n—-+o0o

Piiklad 5.2 Uhddnéte a ndsledné pouZitim definice ukazte (v R)
li !
im —.
n—+o00 W — \/ﬁ
Priklad 5.3 Uhddnéte a nasledné pouzitim definice ukazte (v R)

nk

lim ykde k € N, a > 1.
n——+oo ™

Priklad 5.4 Uhddnéte a nasledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim logi n.
n—-+00 2

Priklad 5.5 Uhddnéte a nasledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim sin —.
n—-+oo n

Priklad 5.6 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim arctg (n?).

n——+oo

Priklad 5.7 Uhddnéte a nasledné pouZitim definice ukaZte

lim i"n (v C).

n—-4o0o

Priklad 5.8 Uhddnéte a ndsledné pouZitim definice ukazte

. n — bt
lim .
n—+oo 2N + ¢

(v C).

5.2 Limita vybrané posloupnosti

Priklad 5.9 Vypoctéte (v R)
. n
nEIJIrloo n! —2n2’

23



Priklad 5.10 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni odivodnéte:

: (="
lim ————.
n—+o0 2+ 3(—1)"
Priklad 5.11 Rozhodnéte, zda ndsledujici limita existuje. Existuje-li, urcete jeji hod-

notu, v opacném pripade své tvrzeni oduvodnéte:

lim " (v C).

n——+00
Priklad 5.12 Rozhodnéte, zda ndasledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni oduvodnéte:

n(n+1)
im (—1) ey
n—+oon + 1

Priklad 5.13 Rozhodnéte, zda nasledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni oduvodnéte:
_1)n
im
noe Vit (-1)"
Priklad 5.14 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadée své tvrzeni oduvodnéte:

lim ——.
n=rtoo n—1 4 (—1)nt1
Piiklad 5.15 Rozhodnéte, zda nasledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni odivodnete:

lim n-D",
n—-+o0o

Priklad 5.16 Necht lim a, a lim b, neexistuji. Co miZeme Fici o limité lim (a,+
n——+o00 n——+00 n——+oo

bn), resp. lim apb, ?
n—-+o0o

Priklad 5.17 Budte (a,) omezend redlnd posloupnost a (by,) redlnd posloupnost, kterd
navic splnuje

. lim b,=0
n—-+o0o

1. lim b, = *o0.
n—-+oo

Cemu se rovnd hrf (an, + by)? Své turzeni dokazte! Vyslovte analogické tvrzeni pro
n—-+00

komplexni posloupnosti.
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5.3 Limita
Priklad 5.18

Priklad 5.19

Priklad 5.20

Priklad 5.21

Priklad 5.22

Priklad 5.23

Priklad 5.24

Priklad 5.25

Priklad 5.26

racionalni funkce

Vypoctéte (vR)

lim (—7n% 4+ 2n® — 10n).

n—-+o0o

Vypoctéte (vR)

lim <(1 —n)(n® +4n) + (1 +n)(n* —Tn + 3))

n—-+0oo
Vypoctéte (vR)

. 1—2n+nd
lim ———r.
nS+too 2nd + 25

Vypoctéte (vR)

(n+2)?
n—toon3 +2n—5

Vypoctéte (vR)

Vypoctéte (vR)

li .
nrtoo (n—3)3 — (n + 3)°

Vypoctéte (v R)

. P —Tn+1
lim —————.
n—+oo nt +n3sinn

Vypoctéte (vR)

10 _1)\10
lim (2n+1)"(2n—-1) .
n—+oo (3n)20

Vypoctéte (v R)

lim
n—-+00 n!
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Priklad 5.27 Vypoctéte (v R)

lim (n ~1)° —n?
n=too (14 (=1)"n) (1 + (=1)"*+1n)

Priklad 5.28 Vypoctéte (v R)
. P(n)
lim ——,
n—-4o0o Q(n)
kde P a @Q jsou menulové polynomy v n s redlnymi koeficienty a Zidné n € N neni
korenem Q.

Priklad 5.29 Vypoctéte (v R)

. (2n + a)?
n-rtoo (n — 1)(3 — 5n)

v zavislosti na realné konstanté a.

Priklad 5.30 Vypoctéte (v R)

lim (3n+5)(3 —an) .
n—+oo  n(2n+ 3)

v zavislosti na realné konstanté a.

26



6 Sesty tyden

6.1 Limita racionalni funkce (dokonceni)

Priklad 6.1 Vypoctéte (v R, existuje-li)

. 2 +n+1)0 — (n+41)%
1m
n—+oo  (n?2 4 1)10 — (n 4 1)20

Priklad 6.2 Vypoctéte (v R; existuje-li)

1 2
lim <—+3—...+(—1)”‘1n>.

n—-+0o

Priklad 6.4 Vypoctéte (v C)

Priklad 6.5 Vypoctéte (v C)
. 4dn — 1
lim —.
n—+oo 2 + in

Priklad 6.6 Vypoctéte (v C)

1_ 1
lim n n+1
1 1 -
- ES _
" +Oon+n+i

6.2 Limity na odmocniny

Priklad 6.7 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (Wﬂ/ﬁ).

n—+oo
Priklad 6.8 Vypoctéte (v R; existuje-li)

. Vn+5
m —F—7=.
n—+oo 2y/n 4+ /n

Priklad 6.9 Vypoctéte (v R; existuje-li)

VPR3- Vi1l
m .
n=too 5Vn? +1+23n7
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Priklad 6.10

Priklad 6.11

Priklad 6.12

Priklad 6.13

Priklad 6.14

Priklad 6.15

Priklad 6.16

Priklad 6.17

Priklad 6.18

Priklad 6.19

Priklad 6.20

Vypoctéte (v R; existuje-li)

.oVn+1—vVn+2
lim .
n—+oo \/n+2—+/n+3

Vypoctéte (v R; existuje-li)
(V3n2+1-2n).

Vypodctéte (v R; existuje-li)

lim \/1++v1+n%

n—-+o0o

lim
n—-+o0o

Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (\/n2 + (=1)"n+1—/n2+ (=1)"+tn + 1).
n—+o00
Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim n*3(Yn2+1-Yn2—-1).

n—-+00

Vypoctéte (v R; existuje-li)

({’/n3+n2—|—1— €/n3—n2+1).

lim
n——+oo

Vypoctéte (v R; existuje-li)

(v~ V).

lim
n—-+o0o
Vypoctéte (v R; existuje-li)
(%/n4 —n—/n3 +3n2>.

Vypoctéte (v R; existuje-li)

Vn+14+V2n —v3n+2).
( )

lim
n—-+00

lim n~1/2
n—-4o00

Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim n'2(Vn+1+2yn—3vVn+2).

n—-4o0o

Vypoctéte (v R; existuje-li)
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Priklad 6.21 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim n( n2+(—1)"\/ﬁ—n>.

n——+oo
Priklad 6.22 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (Van+1—+/n)Vin+3

n—-+00

pro a € RT.

Priklad 6.23 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim nF! (Q/nk—l—l— ]\c/nk—l)

n—-+o0o

pro k € N.

Priklad 6.24 Urcete cisla a,b € R tak, aby platilo

lim <\3/17n37anfb) =0.

n—-+o0o
6.3 Limity s obecnou mocninou
Priklad 6.25 Vypoctéte (v R; existuje-li)

. (=2)" 4 37
lim .
n——+00 (_2)n+1 + 3n+l

Priklad 6.26 Vypoctéte (v R; existuje-li)

. 2
L= lim o™
n—-+oo

pro a € R.

Priklad 6.27 Vypoctéte (v R; existuje-li)

an

lim ———
n—+oo 1 + a2

pro a € R~ {£1}.

Priklad 6.28 Vypoctéte (v R; existuje-li)

n -

a” —a

lim ——
n—+oo g + a~ "

pro a € R~ {0,+1}.
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Priklad 6.29 Vypoctéte (existuje-li)

l+a+a?+...+a
11m
notoo 14+ B+ 24+ ... + 7

kde o, € C: |a| < 1,|8] < 1.
Priklad 6.30 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim V2vV2V2... V2.

n——+o00
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7 Sedmy tyden

7.1 Limita seviené posloupnosti
Piiklad 7.1 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)
V/n

lim L 2 J

n—-+oo \/ﬁ )

Priklad 7.2 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

Priklad 7.3 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)
w1
Dy
Priklad 7.4 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

lim

n
1
Z 3/03 2°
n—-+o00 =1 ns +k
Priklad 7.5 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

nt1)2
(n+1) 1

lim —.
n—+o00 kZQ \/E

=N

Priklad 7.6 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

i (e S

k=1

Piiklad 7.7 Ukazte, Ze

lim n # | lim ,
n——4o00 _n—|—1_ _n~>+oon—i—1_
ale naopak
. n+1 . n+1
lim = | lim
n—-+4oo L n ] _n—>+oo n
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7.2 Vypocet limit pomoci posloupnosti konvergujicich k Eulerové ¢islu
e, Stirlingova formule

Piiklad 7.8 Vypoctéte

n —-n _yny (D)"n
a.) 11111 <1 - 1) , b) EIE (1 - 1> , c.) ll)IJ'I_l <1 + (=) ) .
n—+oo n n S n n S n

Priklad 7.9 Vypoctéte (v R)
. 2n+5 ntl
lim .
n—-+oo \ 2n + 3

) 3n+2
lim (1 — > .
n—-+o00 n

Priklad 7.10 Vypoctéte (v R)

Priklad 7.11 Vypoctéte (v R)

1\
L (1 * 7124—2> |
Priklad 7.12 Vypoctéte (v R)
. 1 "
ngr-‘?oo (1 + 2n? + 1> ’

Priklad 7.13 Vypoctéte (v R)

n®+3n—1 2ntl
lim —_— .
n—t+oo \n2 —2n+3

2 \*"
lim < ) .
n—+oo \ 1+ 27
Priklad 7.15 Vypoctéte (v R)

lim (14 v+ 1—vn)'".

n—-+o0o

. <an—|—2>n
lim
n—-+oo n+1

Priklad 7.14 Vypoctéte (v R)

Priklad 7.16 Vypoctéte (v R)

pro o € RT.
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Priklad 7.17 DokaZte, Ze pro vsechna prirozend ¢isla n > 2 plati

e(Z)”<n!<e<”j1>n+l. (1)

Tuto nerovnost si zapamatujte a vyuzijte v nasledugjicich prikladech.

Priklad 7.18 Vypoctéte (v R; existuje-li)

nn

im .
n—+oo 37n!

Priklad 7.19 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim Ynn+1)(n+2)... (2n)
n—-+o0o n

7.3 Limity s logaritmem
Priklad 7.20 Vypoctéte (v R; existuje-li)
: Inn .
lim —, lim (n—lnn).
n—+oo N n—+oo
Priklad 7.21 Vypoctéte (v R; existuje-li)

log, n
m —7F—-
n—-+o0 loga(IOn) ’

kde a > 0, a # 1.
Priklad 7.22 Vypoctéte (v R; existuje-li)

In(n? + 3n — 2)
im .
n—+oo In(nd + 7n? — n)

Priklad 7.23 Vypoctéte (v R; existuje-li)

In(2 + e3")
m — .
n—+oo In(1 + n + €2n)

Priklad 7.24 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (logy, (10n))lnn.

n——+o0o

Priklad 7.25 Vypoctéte (v R; existuje-li)

. <1n(n2 + 1))”‘

n—+oo \ In(n + 2)

33



7.4 Vypocet limit pomoci posloupnosti konvergujici k Eulerové kon-
stanté C

Piiklad 7.26 Na predndsce bylo odvozeno, Ze posloupnost tzv. harmonickych cisel
"1

Tuto posloupnost lze vsak regularizovat odectenim Inn. Dokazte, Ze posloupnost x, =
h, — Inn je ostre klesajici, posloupnost y, := h,_1 — Inn je ostre rostouci a plati

0< lim y,= lim =z, <]1.

n—-+0o n—-+00

Spolecna limita C se nazyva Eulerova konstanta (C = 0,577216).

Priklad 7.27 Vypoctéte (v R)

Priklad 7.28 Vypoctéte (v R)

Priklad 7.29 Vypoctéte (v R)

i ! -+ ! + L + + L
im ([—4+—+—+...+=].
nst+oo\n  2n  3n n2

Priklad 7.30 Vypoctéte (v R)

. 1
i (g
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8 Osmy tyden

8.1 Limity posloupnosti zadanych rekurentné

Priklad 8.1 Vypoctéte lim ay, je-li ap = 10, apt1 = ap —
n—-+o0o

s

Priklad 8.2 Vypoctéte lim ay, je-li apy1 = 2a, — 5 a
n—-+0oo

. a1 =4
n. a; =
112. a1 = 6

Piiklad 8.3 Vypoctéte lim ay, je-li any1 = a2 +6a, +4 a
n—-+o0o

1. al = 0
1. a; = —1
1. a1 = —4
w. a; = —2.

Priklad 8.4 Vypoditejte limitu posloupnosti (ay), kdyz vite, Ze jeji ¢leny pro vSechna
n € N splnujt podminku ap11 = a% + 2a, + 3.

8.2 Podilové a odmocninové kritérium

Piiklad 8.5 (Podilové kritérium) Necht (a,) je posloupnost nenulovych éisel. Po-
tom

i. je-li ngrfoo |ag—zl| <1, je HEIEOO ap = 0;
i. je-li ngr}goo |2 > 1, je nggrloo lan| = +o0.

Dokazte.

Priklad 8.6 (Odmocninové kritérium) Necht (ay,) je ¢iselnd posloupnost. Potom
i je-li lim {/Jan] <1, je lim an =0;
ii. je-li. lim ]an| > 1, je Jim | = +oo.

Dokazte.
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Priklad 8.7 Vypoctéte

lim —
n—+oo n!
pro a € R.
Priklad 8.8 Vypocteéte
o2k 41

ngrfoo 3k2 -1
k=1

Priklad 8.9 Vypoctéte

lim —
pro a € R.
Priklad 8.10 Vypodcteéte
n
lim

n—4oc 27!’

Priklad 8.11 Vypodtéte
. (2n)!
lim

n—+oo NN )

8.3 Stolztiv a Cauchytv vzorec

Priklad 8.12 Vypoctéte

n
> kP
lim =1
n——+oo npbTl
pro p € N.
Priklad 8.13 Vypoctéte
n
> (kP
k=1

pro p > 0.

Priklad 8.14 Vypodététe

Priklad 8.15 Vypodtéte




Priklad 8.16 Vypoctéte

lim
n—+oo {/nl

Priklad 8.17 Vypoctéte

Priklad 8.18 Vypoctéte

Priklad 8.19 Vypodtéte

Priklad 8.20 Vypodctéte

ngrfoo (In n)"

Priklad 8.21 Naleznéte posloupnosti (ay,), (by) tak, aby 0 < b, 400, limita posloup-

nosti (§*) existovala a soucasné limita posloupnosti (‘;"E%Z”) neexistovala.
n n n

Priklad 8.22 Naleznéte posloupnost (ay) kladniych cisel, pro niz liril Yay, existuge,
n—-—+0oo

ale lim 9ztt

neezistuje.
n—+oo

8.4 Bolzano-Cauchyovo (BC) kritérium

Priklad 8.23 Urcete, které z nasledujicich tvrzend jsou ekvivalentni s tvrzenim lim a, =

n—+o0
a € C, tj. s BC kritériem.
i. (Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(|an — an,| < €)
ii. (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng)(Vp € N)(|antp — an| < VE)
iii. (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng)(Vp € NN {1,2,3,4})(|antp — an] < e)
iv. (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vp € N)(Jant2p — an| <€)

- ( )

v. (Ve > 0)(Vp € N)(Fng € N)(Vn > no)(|antp — an| <€)

Priklad 8.24 Ukazte z BC kritéria, Ze existuje konecnd

"1
nEToo;kr
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Priklad 8.25 Ukazte z BC kritéria, Ze existuje konecnd

o (DR
| .
Jim Y S

n
1
Priklad 8.26 Pomoci Bolzanova-Couchyho kritéria vypocitejte lim g T
n—

8.5 Limes superior, limes inferior

Priklad 8.27 Naleznéte vsechny hromadné hodnoty posloupnosti (a,) a uréete limsup a,

n——+oo
—1)"\"

Priklad 8.28 Naleznéte vsechny hromadné hodnoty posloupnosti (ay) a uréete limsup a,

n—-+4o0o
2nm
a, = cos” .
3

a liminf a,, pro
n—-+00

a liminf a,, pro
n—-+o0o

Priklad 8.29 Urcete limsup a, a liminf a, pro
n——+o0 n—+00

an = (/(2 +(=1)™)" + (34 (=1)")".

Priklad 8.30 Sestrojte omezenou posloupnost (ay,) tak, aby lim(ay+1 — an) = 0 a sou-

¢asné lim inf a,, < lim sup a,,.
n—+00 n—s+o0
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9 Devaty tyden
9.1 Hromadny bod mnozZiny

Piiklad 9.1 Pomoci kvantifikdtord zapiste definice hromadného a izolovaného bodu
mnoziny A C R. Za jakych dodatecnijch predpokladi plati, Ze bod je izolovany prdvé
tehdy, neni-li hromadny?

Priklad 9.2 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
i a=1,A=(0,2)
ii. a=1, A=(0,1)
iti. a=m, A=17
w. a=3 A=7
Priklad 9.3 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
.a=0 A= {§| T prvoéz’selné}
it. a = +oo, A={tgz|z e (—n/2,7/2)}

iti. a = —00, A ={n(cosn +sinn)|n € N}

9.2 Limita funkce

Priklad 9.4 Bud p = p(x) polynom stupné alespori 1. Ukazte ndsledujici limitu funkce
| Tim p(a)] = +0c.
TEOO

Priklad 9.5 Vypoctéte limitu funkce

3 apa
li k=0
im ,
T—r+400 Z bkl‘k
k=0
kde apy,, by, # 0.
Priklad 9.6 Vypoctéte limitu funkce
2?2 -1

proa =0, 1, 4+00.
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Priklad 9.7 Vypoctéte limitu funkce
. oxt 4222 -3
lim ———.
z—a 13 — 322 4 22

pro a = —oo, 1.

Priklad 9.8 Vypoctéte
™ -1

z—1 ™ — 1

)

kde m, n € N.

Priklad 9.9 Vypoctéte

ozt —3x 42
lim ———m—.
x~>1$5—4$+3

Priklad 9.10 Vypoctéte limitu funkce

T+ T+ x
r—+00 Vo +1 ’

Priklad 9.11 Vypodtéte

.o V14+2x—3
lim ————.

z—4 f—2
Priklad 9.12 Vypoctéte

. Jr—64+2
].lm 37
z——2 x°+8

Priklad 9.13 Vypoctéte

T -2

li .

zi>H116 f —4
Priklad 9.14 Vypoctéte

Vitz—+V1—-2z

lim — - .
xl—l;% \5/1 +x — \5/1 -
9.3 Spojitost funkce

Priklad 9.15 Pomoci kvantifikditori zapiste definici spojitosti (realné) funkce (redlné
proménné). Diskutujte vztah mezi limitou v konecném bodé a spojitosti.

Priklad 9.16 Bud a € R. Necht existuje koneéna limita lim f(x) =: c. Ukaste, Ze

r—a
funkce

Fa) = {f(x) z € Dy~ {a}

C r=a

je spojitd v a.
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Piiklad 9.17 Z definice ukazte, Ze funkce f(x) = 2* +1, Dy = R, je spojitd v libovol-
ném xg € R.

Priiklad 9.18 Dokazte, Ze libovolnd funkce je spojitd v libovolném izolovaném bodé
svého definicnitho oboru.
9.4 Limita slozené funkce, limita seviené funkce

Priklad 9.19 Vypoctéte limitu funkce

lim (sinvx + 1 — sin /7).

T—+00

Korektne oduvodnéte pouziti véty o limité sloZené funkce.

Priklad 9.20 Pomoct véty o limité seviené funkce vypoctéte

lim x sin —.
x—0 X

Priklad 9.21 (Referené¢ni limity) Na predndsce bylo odvozeno pomoci Heineho véty
a véty o limite sloZené funkce, Ze

. N
lim =" =1, lim <1+> —e, lim(l+2)r =e,

z—=0 X r—7Fo00 T z—0

In(1 r—1 r -1
lim In(1 +2) =1, lim a =In(a), lim ¢ =1
r—0 x r—0 x r—0 xT

Dokazte posledni ze vztaht pomoci limity seviené funkce.
(Ndpovéda: Pro 0 <z <1 plati (14 £)™ Se® a (1+ )"\ e".)

Priklad 9.22 Na prednasce byla ndsledujici limita odvozena pomoci Heineho véty. Do-
kaZte pomoct limity seviené posloupnosti:

lim n({e—1)=1.

n—-+00

9.5 Vypocet slozit&jsich limit pomoci referenc¢nich I
Priklad 9.23 Vypodtéte

lim sm(5$)’ . sin(ax)

z—0 T z—0 sin(ﬁaz) ’

kde o, B € R, 8 # 0.
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Priklad 9.24 Vypoctéte
. sin(nz)
lim ———,
z—m sin(max)

kde n, m € N.

Priklad 9.25 Vypodtéte

. tgx
lim ——.
z—=0 X
Priklad 9.26 Vypoctéte
. l—coszx
lim ———.
z—0 x
Vysledek tohoto prikladu si zapamatujte.
Priklad 9.27 Vypoctéte
. tgx—sinz
lim =——s——.

z—0 sin® x

(Ndapovéda: VyuZijte vysledku predchoziho prikladu.)

Priklad 9.28 Vypodtéte
lim(1 — x) tg (z:c> .
z—1 2

Priklad 9.29 Vypoctéte
. In(2® =5z +1)
lim .
z—0 x

Priklad 9.30 Vypodtéte
1
lim(1 — 2z)=.

z—0
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10 Desaty tyden

10.1 Heineho véta a jednostranné limity

Priklad 10.1 S pouZitim Heineho véty vyvrate existenci limity

1
lim sin < ) .
z—0 €T

Priklad 10.2 Rozhodnéte o existenci a konecénosti limity
lim sgn?(z).
z—0

Priklad 10.3 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

xll)l_il_loo sin (mv/z).

Priklad 10.4 Rozhodnéte o existenci a konecénosti limity

1
1m ——.
r—2 ’.x — 2‘

Priklad 10.5 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

lim (—1)l)

T—+00

Priklad 10.6 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

-1
rzsin- x>0

lim f(x), kde f(z)= x
acHOf( ) f(@) {xcosi x < 0.

10.2 Vypocet slozitéjsich limit pomoci referenc¢nich I
Priklad 10.7 Vypoctéte

. z+2 @?
lim .
T—+00 2x —1

Priklad 10.8 Vypoctéte

2 +1 v
xEI-II}OO ($2—2> ’
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Priklad 10.9 Vypoctéte

Priklad 10.10 Vypodététe

Priklad 10.11 Vypodététe

kde a € R.

Priklad 10.12 Vypoctéte

Priklad 10.13 Vypocteéte

pro a, f € R~ {0}.

Priklad 10.14 Vypoctéte

Priklad 10.15 Vypoctéte

Priklad 10.16 Vypoctéte

Priklad 10.17 Dokazte

arcsin x

lim

x—0

3z+5

. < x2 + 1 > r—1
Iim [ —— .
z——4o00 \ 222 — 1

In(x? —z + 1)
im ———=.
z—+oo In(z10 + 2z + 1)

I -
1m cCoOS ——
T——+00 \/5 ’

) In(1 + e")
lim ——~
z——o0 sin(e® 4 47)

R e |
lim
rz—1 .’E/B -1
a2
) eSin“ e _ oz
lim

a—0  sin(2x)

T—r—00

1
lim V224 z-tg ()
x

. arccosT — §
=1, lim —= = —1.

z—0t x
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Priklad 10.18

Priklad 10.19

Priklad 10.20

Priklad 10.21

Priklad 10.22

Priklad 10.23

kde a € RT, a € R.

Priklad 10.24

Vypoctéte
. arctgx .
lim lim x arccotgx.
z—0 x T—++00
Vypoctéte
1
lim x1-=.
r—1
Vypoctéte
lim (arcsinz)"®?.
z—07t
Vypoctete
i 2TCCOST
im ——.
z—=1— /1 —x
Vypoctete
o In (2 arccos x) etgVsinz _
lim T : .
a—04 NZ sin
Vypoctete
% — a®
lim ,
T—=a T —Q
Vypoctéte
a® —ab
lim ,
z—b x —b

kdea € RT, a #0, b € R.

Priklad 10.25

kde a € R.

Vypoctéte

lim
Tr—a

sinh x — sinh a

)

r—a
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10.3 Derivace funkce

Priklad 10.26 Z definice spocitejte derivace ndsledujicich funkci v libovolném bodé je-
jich defini¢niho oboru.

i. f(z)=2>—-2x+5
it. f(x)=2a", kden €Z

Priklad 10.27 Z definice spocitejte derivace ndsledujicich funkci v libovolném bodé je-
jich defini¢niho oboru.

i. f(z)=cosx
it. f(x) =sinx

Priklad 10.28 Z definice spocitejte derivace nasledujicich funkei v libovolném bodé€ je-
jich defini¢niho oboru.

i. f(x)=-¢e"
it. f(z) =Inx (a poté odvodte i vzorec pro (log, x)').

Priklad 10.29 Rozeberte vztah mezi existenci derivace a spojitosti. Na piikladé ukaZte,
Ze existence nevlastni derivace neni postacujici podminka pro spojitost.

Priklad 10.30 Dokazte, Ze je—li funkce f diferencovatelnd v bodé x an € N, potom

nglfoon<f (az n ;) - f<x>> ~ /(@)

Vyplyva naopak z existence této limity existence derivace?
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11 Jedenacty tyden

11.1 Vypocet derivaci

Piiklad 11.1 (Zakladni priklady) Vypoctéte derivace nasledujicich funkci ve vsech
bodech, kde existuji:

1. tgx,cotgx
9. sinhx, coshx
1. tghx, cotghx
w. a®, kde a >0

v. %, kde o € R.

V1.
vit. f

(z)

viii. f(x) = (1+z—2?)(1 — 2z + 2?).
(z)
(z)

z. f(z)= (1+$)\/mm

Priklad 11.2 Spocitejte jednostranné derivace funkce f v bodé a.
i. f(z)=15z],a=0
i f(z)=|22 -3z +2|,a=2

Priklad 11.3 Vyslovte Darbourovu vétu a na prikladé funkce sgn ukaite, Ze poZa-
davek spojitosti nelze vypustit.

Priklad 11.4 Rozhodnéte o existenci derivace ndsledugicich funkci v bodé x = 0. V
kladném pripadé tuto derivaci vypoctéte.

, _ Jwsin(l/z) x#0
" f(x)_{o z=0

2?sin(1/z) =«
1. f(a:)z{ (1/2) 70

0 z=0
—1/22
iii. f(z) = {; i f 8
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Piiklad 11.5 Pomoct véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkct

i. f(z)=1Inz,
it. f(x) = Yz, kde n € N.

Piiklad 11.6 Pomoct véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkct

i. f(z) = arcsinz,
ii. f(x) = arctgx.

Piiklad 11.7 Pomoct véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkci

i. f(x)=argsinhz,
ii. f(x) = argtghw.

Priklad 11.8 Vypoctéte derivaci ndsledugici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

f(z)=\/z+\/z+ V.

Priklad 11.9 Vypoctéte derivaci ndsledugici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

fz) =

 sin? x|

COS T

Priklad 11.10 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:
f(z) =2 s

Priklad 11.11 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:
f(x) =In(ln(Inx)).

Priklad 11.12 Vypoctéte derivaci ndasledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:
f(z) = Inln(sinx).

Priklad 11.13 Vypoctéte derivaci ndasledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:
flz) =z +20es.

Priklad 11.14 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:
f(a) = logg(a?)

pro a >0, a # 0.
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Priklad 11.15 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:
1 —sinz
=Iny\/————.
1(@) . 14sinz

Priklad 11.16 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech defini¢niho oboru
Dy = R™, ve kterych existuje:

f(z) =z".

Priklad 11.17 Vypodtéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech defini¢niho oboru
Dy =R", ve kterych ezistuje:

f(@) = at.
Priklad 11.18 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:
f(z) = log, .

Priklad 11.19 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

F(x) = arccos (1 ”’).

V2

Priklad 11.20 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:

F(z) = arctg G ”).

— X

Priklad 11.21 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:

1
arccos? (z2)

flz) =
Priklad 11.22 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:

sf1+ a3
f) =

Priklad 11.23 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

f(z) = Va —arctg V.

Priklad 11.24 Vypoctéte derivaci ndasledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:

f(z) =2+ V1 —x?arccosx.
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Priklad 11.25 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:

f(x)zarccos( L )

cosh x

Priklad 11.26 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:
f(x) = |arctg x| — |z| .

Priklad 11.27 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:

f(x) = arcsin <1 _2'_:6 ) :

2

Priklad 11.28 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve vsech bodech, kde existuje:

(x — 1)6_% pro x € R~ {0}
0 proxz =10

Priklad 11.29 Uvedte seznam bodi, ve kterych funkce
f(z) = max{min{z, 1},0}
nemd derivaci. Svou odpovéd Fddné zdivodnéte.
Priklad 11.30 Dokazte tzv. Leibnitzovu formuli pron > 2 (pron = 1 byla odvezena

na predndsce),
n

19 =3 (1) 10 o)

- (3
1=0
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12 Dvanacty tyden

12.1 Geometricka interpretace derivace

Piiklad 12.1 Naleznéte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé a pro
i. f(x)=sinz, a=7,
ii. f(r) =132, a=2.
P¥iklad 12.2 Naleznéte tecnu ke grafu funkce f(x) = (z + 1)/3 —x v bodé¢ a, kde
a=-1,a=2,a=23.
P¥iklad 12.3 Naleznéte tecnu ke grafu funkce f~' v bodé nula, plati-li f(z) = e*Inx.

Priklad 12.4 Naleznéte viechny asymptoty ndsledugici funkce:
1
f(z)=1In <62x+ — —1—1) .
|z
Piiklad 12.5 Naleznéte vsechny asymptoty ndsledujici funkce:
f(z) = s + z.
Piiklad 12.6 Naleznéte vsechny asymptoty ndsledujici funkce:
2

-1
flz) = i . + sinz.

Piiklad 12.7 Pod jakym uhlem se protinaji kiivky vy = 2% a x = y>?

Priklad 12.8 Naleznéte funkci diferencovatelnou na svém definiénim oboru, kterd je
omezend a soucasné jeji derivace je meomezend.

12.2 Spojitost, body nespojitosti

Priklad 12.9 Zjistéte, kde jsou ndsledujici funkce spojité a v jejich bodech nespojitosti
urcete, o jaky druh nespojitosti se jedna:

i f(@) =g
Piiklad 12.10 Zjistéte, kde je ndsledujici funkce spojita a v jejich bodech nespojitosti

urcete, o jaky druh nespojitosti se jednd:

f(z) = arctg <$

)_ T
sinx’

2

) sem (2] — 2).

Priklad 12.11 Zjistéte, kde je ndsledujici funkce spojita a v jejich bodech nespojitosti
urcete, o jaky druh nespojitosti se jedna:




12.3 Extrémy funkci

Priklad 12.12 Vysetrete lokdini extrémy ndsledugjici funkce
f(z) = 23(1 — 2)3.

Priklad 12.13 Vysetrete lokdlni extrémy ndsledugjici funkce

2
¢ —3x+ 2
f(x)_acQ—i—Qac—i—l'

Priklad 12.14 Vysetrete lokdlni extrémy ndsledujici funkce
f(z) =sinz — cosx.
Priklad 12.15 Vysetrete lokdini extrémy ndasledugjici funkce

cos (2z) '

f(z) = cosx + 5

Priklad 12.16 Ukazte, Ze funkce
1 20
e 2
-1
0 T =
md v bodé x = 0 minimum a funkce
1
xe 22 x#0
€Tr) =
9(x) { 0 e
nemd v bodé x = 0 extrém, ackoliv pro obé funkce plati
F™0)=¢™(0)=0, neN.

Priklad 12.17 Naleznéte viechny extrémy ndsledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz
urcete, jakého je druhu.

Priklad 12.18 Naleznéte vSechny extrémy ndsledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz
urcete, jakého je druhu.

f(x) = arcsin z — sgn(x) arccos /1 — 2.

Priklad 12.19 Naleznéte vSechny extrémy ndsledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz

urcete, jakého je druhu. ‘
sin x
flx) = )

X

kde x € (0, ).
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Piiklad 12.20 Naleznéte infimum a supremum mnozin

14+ 14z
A={-—"21¢R p={_-"%
{3—1—1:296 } ¢ {3+x2

x € (0, +oo)} .
Priklad 12.21 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro
f(x) =2? —da+6, I=(-3,10).
Priklad 12.22 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro
flz) =z + % I =(0.01,100).
Priiklad 12.23 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro
flx) = e cosz?, I=R.

Priklad 12.24 KaZdd raciondlni lomend funkce, kterd neni konstantni, je ostie mono-
tonni na (—oo, —xg) U (zg, +00), kde xo je dostatecné velke kladné cislo. Dokazte.

12.4 Slovni ulohy na extrémy

Priklad 12.25 Mezi vsemi obdélniky s konstantnim obvodem naleznéte ten s nejuétsi
plochou.

Priklad 12.26 Spoditejte rozméry kvddru se ¢tvercovou podstavou a s nejvétsim moz-
nym objemem, ktery lze vepsat do polokoule o daném polomeéru.

Priklad 12.27 Spocitejte rozmeéry kuzelu s nejmensim moznym objemem, ktery lze opsat
dané kouli.

Priklad 12.28 Naleznéte nejmensi vzddlenost bodu (2,2) od paraboly y? = 4x.

Priklad 12.29 Naleznéte nejkratsi a nejdelsi vzddlenost bodu (2,0) od kruznice z% +
2
y“ = 1.

Priklad 12.30 Kolmo k tece Site a je priveden kandl §ite b. Jakou mazimdlni délku
muze mit kldda (zanedbatelného prifezu), kterd lze splavit z Teky do tohoto kandlu?
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13 Trinacty tyden
13.1 Konkavnost a konvexnost

Piiklad 13.1 Dokazte, Ze nasledujici definice konvexnosti funkce f na intervalu I jsou
ekvivalentni.

f(z2)=f(z1) f(z3)—f($1))

Tro—T1 r3—T1

ii. (YA€ (0,1)(Ve,y € D(f(Ax + (1 = A)y) < Af(x) + (1= A)f(y))

1. (Vdfl,:rg,:lig S I,CIIl <9 < .Tg)(

iti. (Vr1,. .. 20 € I)(YA1, ... A € (0,1), > M = 1)(f <E )\kxk> <> Mef(zp))
k=1 k=1 k=1
Obdobné ekvivalence lze dokazat i pro konkdvnost.

Priklad 13.2 S vyuZitim konvexnosti nebo konkdvnosti dokaZte, Ze pro vsechna kladnd
c¢isla x1,...,x,, kde n € N, plati

1 n
n;xkg

Priklad 13.3 S vyuZitim konvexnosti nebo konkdvnosti dokaZte, Ze pro vsechna kladnd
c¢isla x1,...,x,, kde n € N, plati

[a—

Yy ooy < —(z1 4 ..+ xp).

n
Piiklad 13.4 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:

flx)=e"".

Priklad 13.5 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:

f(z) = zsin(Inx).
Priklad 13.6 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:
f(z) = arcsin |z|.
13.2 Dilkazy nerovnosti
Priklad 13.7 Dokazte nerovnosti
2 .
—r<smmzr<z<tgw
7r

pro z € (0,7/2).
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Priklad 13.8 Dokazte nerovnost
a3 <
T — — <sinzx
6

pro x > 0. (Pozn: jednd se o optimalni odhad polynomem nejvyse tietiho stupné na

N
kladné poloose, nebot sinx = Nlim S (=122 (2n + 1))

—+00 p—0

Priklad 13.9 Dokazte nerovnost
2z < sinz + tgz,
pro x € (0, %)

13.3 Prubéhy funkci
Priklad 13.10 Vysetrete prubéh funkce

Priklad 13.11 Vysetrete prubéh funkce

Priklad 13.12 Vysetrete prubéh funkce

B ‘1 + x|3/2

Priklad 13.13 Vysetrete prubéh funkce
flz)=e"+u.
Priklad 13.14 Vysetrete prubéh funkce
f(x) =z + arctgx.

Priklad 13.15 Vysetrete prubéh funkce

Inx
Priklad 13.16 Vysetrete prubéh funkce

Fz) = sinx

cosx + 2
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Priklad 13.17

Priklad 13.18

Priklad 13.19

Priklad 13.20

Priklad 13.21

Priklad 13.22

Priklad 13.23

Priklad 13.24

Priklad 13.25

Priklad 13.26

Priklad 13.27

Priklad 13.28

Priklad 13.29

Priklad 13.30

Vysetrete pribeh funkce
f(z) = |z — 62% 4+ 11z — 6].
Vysetrete pribéeh funkce

f(z) = r=2
VaZ+1
Vysetrete priabéeh funkce
1
Vysetrete pribeh funkce
2?(x —1)
@) =G

Vysetrete pribeh funkce
1 — 22
f(z) = arccos <1+x2> .
Vysetrete pribéh funkce

flw) =z +2le7.
Vysetrete pribeh funkce

fio) = arers (517,

22 -1
Vysetrete pribéeh funkce
flz) = e .
Vysetrete pribéh funkce
f(z) = |z| + arctg |z — 1].
Vysetrete pribeh funkce
flz) = (z = 1T
Vysetrete pribeh funkce
f(z) = ze .
Vysetrete pribéh funkce
f(z) = xarctg %
Vysetrete pribéeh funkce
f(x) = sgn x arcsin cos .
Vysetrete pribéh funkce
f(z) =sinhInz.
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