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6.2 Konstrukce CM1´α pomoćı TSH φα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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1 Statistika - setup a základńı postupy

Definice 1.1. n-tici nezávislých náhodných veličin X1, ..., Xn stejně rozdělených s distribučńı
funkćı F nazýváme náhodný výběr z rozděleńı F. Konkrétńı realizaćı X źıskáme vektor č́ısel
x “ px1, ..., xnq, který nazveme realizace náhodného výběru X1, ..., Xn, neboli naměřená
data.

Definice 1.2. Vybereme vektor individúı ωpnq “ pω1, ..., ωnq P Ωn a definujeme

Xj

`

ωpnq
˘

:“ Xpωjq, @j P n̂,

jako pozorováńı (v tomto tvaru máme skutečná data). Zavedeme dále Ωpnq :“ Ωn,

Apnq :“ σpAnq, Ppnq :“
n
Â

1
PX (součinová mı́ra), tedy

PpnqpA1 ˆ ...ˆAnq “
n
ź

j“1

PXpAjq, @Aj P A.

Definujeme realizaci náhodného výběru X “ pX1, ..., Xnq vztahem

x “ Xpωpnqq.

Věta 1.3. pXjq
n
j“1 iid PX .

Definice 1.4. Statistika je libovolná funkce náhodného výběru X1, ..., Xn, jej́ıž funkčńı
předpis nezáviśı na parametrech př́ıslušného rozděleńı.

Př́ıkladem statistiky může být výběrový pr̊uměr (sample mean)

Xn “
1

n

n
ÿ

j“1

Xj ,

př́ıpadně geometrický pr̊uměr

Xn
G “

n
a

X1X2...Xn,

výběrový rozptyl

pσ2
n “

1

n

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
2 nebo s2

n “
1

n´ 1

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
2,

kde pσn nebo př́ıpadně sn je výběrová směrodatná odchylka. Dále uved’me r-tý výběrový
obecný a centrálńı moment (sample moments)

m1r “
1

n

n
ÿ

j“1

Xr
j , mr “

1

n

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
r,

1



1 Statistika - setup a základńı postupy

medián

pX 1
2
“

#

X
pn`1

2
q

n liché,

1
2

`

Xpn
2
q `Xpn

2
`1q

˘

n sudé,

kde Xpjq znač́ı j-tou zdola uspořádanou statistiku z náhodného výběru
`

Xp1q ď ... ď Xpnq
˘

.

1.1 Statistické bodové odhady

Necht’ θ je parametr spojený s rozděleńım PX , tzn. θ “ θpPXq. Máme dvě možnosti.

a) θ může být spojený s PX , např. θ “ EX,DX,FXptq, ..., nebo

b) θ může být př́ımo parametr rozděleńı PXθ .

V obou př́ıpadech ale požadujeme tzv. identifikovatelnost rodiny P “ tPXu, resp.
P “ tPXθ : θ P Θu, tzn., že každému parametru př́ısluš́ı právě jedna pravděpodobnost X.

θ1 ‰ θ2 ñ PX1 ‰ PX2 , resp. θ1 ‰ θ2 ñ PXθ1 ‰ PXθ2 .

Opačná implikace často neplat́ı, třeba pro danou středńı hodnotu najdeme v́ıcero r̊uzných
rozděleńı. Předpokládáme, že θ P Θ Ă Rk, kde Θ se nazývá parametrický prostor. Dále
máme τpθq : Θ Ñ Rs, kde τ je tzv. parametrická funkce (většinou nás ale zaj́ımá např.
jedna vybraná složka, tedy s “ 1). Odhadnout celé rozděleńı se nám většinou nepodař́ı (nebo
to nepotřebujeme), proto hledáme odhad parametru θ.

Definice 1.5. Libovolná (borelovsky) měřitelná funkce náhodného výběru X1, ..., Xn (tedy
statistika)

pθnpXq : Ωn Ñ Rk se nazývá odhadem (estimator) θ P Θ Ă Rk.
xTnpXq : Ωn Ñ Rs se nazývá odhadem (estimator) parametrické funkce τpθq P τpΘq Ă Rs.

1.2 Vlastnosti bodových odhad̊u

Definice 1.6. TnpXq nazýváme nestranný odhad τpθq, pokud

EθTnpXq “ τpθq, @θ P Θ, @n P N.

TnpXq nazýváme asymptoticky nestranný odhad τ , pokud

EθTnpXq Ñ τpθq, @θ P Θ,

kde Eθ znač́ı středńı hodnotu vzhledem k rozděleńı PXθ .

Definice 1.7. TnpXq nazýváme eficientńı (vydatný), pokud pro @ rTn, @θ P Θ plat́ı

s “ 1 : E
”

`

TnpXq ´ τpθq
˘2
ı

ď E
”

`

rTnpXq ´ τpθq
˘2
ı

,

s ą 1 : E
”

}TnpXq ´ τpθq}
2
ε

ı

ď E
” ›

›

›

rTnpXq ´ τpθq
›

›

›

2

ε

ı

.

EpTn ´ τq2 se nazývá středńı kvadratická chyba - MSE (mean squared error) odhadu TnpXq.
Tedy eficientńı odhad má nejnižš́ı možnou MSE. Pro nestranné odhady

`

τpθq “ ETnpXq
˘

tento vztah pro s “ 1 přecháźı na DTnpXq ď D rTnpXq.

2



1 Statistika - setup a základńı postupy

Definice 1.8. Máme-li T 1
n , T

2
n : Ω Ñ R1 jako odhady τpθq, pak definujeme relativńı efici-

enci vztahem

RE2,1 “
EpT 1

n ´ τq
2

EpT 2
n ´ τq

2

nestranný odhad
“

DT 1
n

DT 2
n

.

Definice 1.9. TnpXq se nazývá konzistentńı odhad τ , pokud

TnpXq
P,s.j.
ÝÑ τpθq, @θ P Θ

(pro
P
Ñ slabě konzistentńı, pro

s.j.
ÝÑ silně konzistentńı).

Věta 1.10 (Kritérium konzistence). Odhad TnpXq je slabě konzistentńı pTnpXq
P
Ñ τpθqq,

pokud

1. TnpXq je asymptoticky nestranný pEθTnpXq Ñ τpθq, pro @θ P Θq a

2. plat́ı pro něj, že DTnpXq Ñ 0.

Definice 1.11. TnpXq se nazývá asymptoticky normálńım odhadem τpθq s asymptotickou
kovariančńı matićı Cpθq (matice tvaru sˆ s), pokud pro @θ P Θ

TnpXq „ AN s

´

τpθq,
1

n
Cpθq

¯

, tzn.
?
n
`

TnpXq ´ τpθq
˘ D
Ñ Ns

`

0,Cpθq
˘

(viz CLT).

Pro s “ 1 definice přecháźı na
?
n
`

TnpXq ´ τpθq
˘ D
Ñ N

`

0, σ2pθq
˘

, kde σ2pθq nazýváme
asymptotický rozptyl odhadu TnpXq.

Definice 1.12. Máme-li T 1
n , T

2
n jako odhady τpθq, které jsou oba AN odhady τ s asympto-

tickými rozptyly σ2
1pθq a σ2

2pθq, pak definujeme asymptotickou relativńı eficienci vztahem

ARE2,1 “
σ2

1pθq

σ2
2pθq

.

Věta 1.13. TnpXq je asymptoticky normálńı AN
´

τpθq, 1
nσ

2pθq
¯

. Pak TnpXq
P
Ñ τpθq, @θ P Θ.

Tato slabá konzistence je řádu oppn
´αq, α ă 1

2 , tzn., že nαpTnpXq ´ τpθqq
P
Ñ 0, @α ă 1

2 . To

vyplývá z věty (MIP)
´

Mějme pXnq
`8
n“1, Xn „ AN pµ, σ2

nq tak, že σn Ñ 0. Pak Xn
P
Ñ µ.

¯

.

Věta 1.14 (∆-metoda). Necht’ TnpXq „ AN
´

τpθq, 1
nσ

2pθq
¯

a g : R1 Ñ R1 spojitě diferenco-

vatelnou v τpθq, @θ P Θ. Pak

g
`

TnpXq
˘

„ AN 1

ˆ

g
`

τpθq
˘

,
σ2pθq

n

“

g1
`

τpθq
˘‰2

˙

.

1.3 Výběrové charakteristiky a jejich vlastnosti

Věta 1.15. Mějme X P L1, resp. L2, volme θ “ θpPXq “ EX “ µ a označme
σ2 “ DX ă `8 pL2q. Pak sample mean

TnpXq “ Xn “
1

n

n
ÿ

j“1

Xj

je nestranným, konzistentńım a AN
´

EX, 1
nσ

2
¯

odhadem θ “ EX “ µ.

3



1 Statistika - setup a základńı postupy

Věta 1.16. X P L2, resp. L4, volme θ “ θpPXq “ DX “ σ2. Pak výběrový rozptyl

TnpXq “ pσ2
n “

1

n

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
2 i TnpXq “ s2

n “
1

n´ 1

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
2

jsou oba asymptoticky nestranné, konzistentńı a AN
´

σ2, 1
npµ4 ´ σ

4q

¯

odhady σ2, kde

µ4 “ E
“

pX ´ EXq4
‰

. V př́ıpadě TnpXq “ s2
n je TnpXq nav́ıc nestranný odhad σ2, @n P N.

Důsledek 1.17. Mějme X P L2. Potom pro tzv. t-statistiku plat́ı, že

tn “ tnpXq “

?
npXn ´ µq

sn

D
Ñ N p0, 1q.

Věta 1.18 (Chinčin). Mějme X P Lr, resp. X P L2r, r ě 1, voĺıme

θ1 “ θ1pPXq “ EpXrq “ µ1r, θ2 “ EpX ´ EXqr “ µr.

Pak r-tý výběrový moment

m1r “ m1rpXq “
1

n

n
ÿ

j“1

Xk
j

je nestranným, konzistentńım a AN odhadem θ1 “ µ11 a

mr “ mrpXq “
1

n

n
ÿ

j“1

pXj ´Xnq
r

je konzistentńım odhadem µr.

Věta 1.19. Speciálně nyńı mějme pXjq
n,`8
j“1 iid N

`

µ, σ2
˘

. Pak

a) Xn „ N
´

µ, σ
2

n

¯

, @n P N. Dále potom EXn “ µ, DXn “ σ2,
?
npXn´µq

σ „ N p0, 1q,

b) pσ2
n “

1
n

n
ř

j“1
pXj ´Xnq

2 N
ñ

npσ2
n

σ2 „ χ2pn´ 1q, @n P N (Pearsonovo rozděleńı).

s2
n “

1
n´1

n
ř

j“1
pXj ´Xnq

2 N
ñ

pn´1qs2n
σ2 „ χ2pn´ 1q, @n P N. Dále plat́ı

Dppσ2
nq “

σ4

n2
2pn´ 1q “

n´ 1

n2
p2σ4q Ñ 0,

Dps2
nq “ D

ˆ

σ

n´ 1
χ2pn´ 1q

˙

“
σ4

pn´ 1q2
2pn´ 1q “

2σ4

n´ 1
Ñ 0,

Dps2
nq ą Dppσ2

nq.

c) Xn a s2
n jsou nezávislé a plat́ı

?
npXn ´ µq

sn
“

?
npXn´µq

σ
sn
σ

„
N p0, 1q
b

χ2pn´1q
n´1

„ tpn´ 1q, @n P N (Studentovo rozděleńı).

4



1 Statistika - setup a základńı postupy

d) Pokud jsou X,Y na pΩ,A,Pq nezávislé, pak pro

X1, ..., Xn iid N
`

µ1, σ
2
1

˘

, ze kterých známe Xn, s
2
1,n,

Y1, ..., Ym iid N
`

µ2, σ
2
2

˘

, ze kterých známe Ym, s
2
2,m,

plat́ı, že
s2

1,npn´ 1q

σ2
1

„ χ2pn´ 1q,
s2

2,mpm´ 1q

σ2
2

„ χ2pm´ 1q.

Nav́ıc lze ukázat, že s2
1,n a s2

2,m jsou nezávislé.

Důsledek 1.20.

TnpXq “

s21,n
σ2

1

s22,m
σ2

2

“

χ2pn´1q
n´1

χ2pm´1q
m´1

„ Fpn´ 1,m´ 1q (Fisherovo rozděleńı).

1.4 Výběrový kvantil (a jeho vlastnosti)

Definice 1.21. Mějme náhodný výběr pX1, ..., Xnq. Pak
`

Xp1q, ..., Xpnq
˘

nazveme uspořádaný

náhodný výběr (vzestupně). Výběrový α-kvantil definujeme jako pXα,n “ Xprαns`1q,

pro α “ 1
2 nazýváme pX 1

2
výběrovým mediánem, který alternativně označujeme jako

pXmed. Výběrové rozpět́ı pak definujeme jako d “ Xpnq ´ Xp1q a výběrové interkvar-
tilové rozpět́ı jako

d 1
4
“ Xpr 3

4
ns`1q ´Xpr 1

4
ns`1q.

Věta 1.22. Mějme X1, ..., Xn iid F, θ “ xα, α P p0, 1q. Necht’ xα je jednoznačně určeno
rovnićı Fpxαq “ α a existuje F1pxαq ą 0. Pak

pXα „ AN
´

xα,
αp1´ αq

nrF1pxαqs2

¯

.

Důsledek 1.23. Z AN plyne, že pXα
P
Ñ xα řádu oppn

´βq, β ă 1
2 .

1.5 Neparametrické (empirické) odhady distribućı

Definice 1.24. Mějme X1, ..., Xn iid F, označme pro dané t P R charakteristickou funkci
na intervalu p´8, ts jako Ip´8,ts. Pak empirickou distribučńı funkci (EDF) Fn definujeme
vztahem

Fnptq “ Fnpt,Xq “
1

n

n
ÿ

j“1

Ip´8,tspXjq, @t P R.

Pro t fixńı můžeme psát Fnpt,Xq “ TnpXq.

x1 x2 x3 x4... ...

5



1 Statistika - setup a základńı postupy

Věta 1.25 (ZVMS). Mějme X1, ..., Xn iid F. Pak pro @t P R fixńı plat́ı, že Fnptq je ne-
stranným, konzistentńım a AN odhadem θ “ F ptq, tzn.

1. EFnptq “ Fptq, @n,

2. Fnptq
P,s.j.
ÝÑ Fptq, @t P R,

3. Fnptq „ AN
`

Fptq, 1
nFptq

`

1´ Fptq
˘˘

.

Nav́ıc dokonce plat́ı, že

1. sup
tPR
|Fnptq ´ Fptq|

s.j.
ÝÑ 0, (Glivenko-Cantelliho lemma),

2. P
ˆ

sup
t
|Fnptq ´ Fptq| ą ε

˙

ď 8pn` 1qe´
nε2

32 , @n, @ε ą 0, (Glivenko-Cantelli),

3. P
ˆ

sup
t
|Fnptq ´ Fptq| ą ε

˙

ď 2e´2nε2 , @n, @ε ą 0 (Massart, 1990).

Definice 1.26. Mějme θ “ θpFq (funkcionál na prostoru distribučńıch funkćı). Pak

TnpXq “ θp Fn
loomoon

ÑF

q

se nazývá statistický funkcionál.

Definice 1.27 (Histogram). Mějme X „ f, supp f “ ra, bs, resp. zde BÚNO r0, 1s. Zavedeme
děleńı intervalu r0, 1s

B1 “

”

0,
1

m

¯

, B2 “

” 1

m
,

2

m

¯

, ..., Bm “
”m´ 1

m
, 1
ı

a označ́ıme dále h “ 1
m “ λpBjq, Yj “ #ti : Xi P Bju

n
i“1, ppj “

Yj
n jako odhad pj “

ş

Bj

fpxqdx.

Pak histogramový odhad hustoty pravděpodobnosti definujeme vztahem

pf H
n ptq “

m
ÿ

j“1

ppj
h
IBj ptq “

1

nh

m
ÿ

j“1

YjIBj ptq “
1

nh

n
ÿ

i“1

ItXi P Bju, @t P Bj .

Věta 1.28 (IMSE). Pro pf H
n ptq předpokládejme, že f 1 je absolutně spojitá a plat́ı, že

ş

R

`

f 1puq
˘2

du ă `8. Potom

Rp pf H
n , fq “

h2

12

1
ż

0

`

f 1pxq
˘2

dx`
1

nh
` oph2q ` o

´ 1

n

¯

,

což při volbě hn “ O
`

n´1{3
˘

vede na řád integrované středńı kvadratické chyby (Integrated
Mean Square Error)

IMSE “ Rp pf H
n , fq “

1
ż

0

E
”

pf H
n ptq ´ fptq

ı2
dt “ O

`

n´2{3
˘

.

6



1 Statistika - setup a základńı postupy

Definice 1.29. Mějme jádro Kpxq takové, že Kpxq ě 0,
ş

R
Kpxqdx “ 1,

ş

R
xKpxqdx “

0, σ2
K “

ş

R
x2Kpxqdx ą 0. Označ́ıme h P R` jako tzv. š́ı̌rku okna (bin width), neboli vyhla-

zovaćı parametr (smoothing parameter). Pak definujeme jádrový odhad hustoty vztahem

pf K
n ptq :“

1

n

n
ÿ

i“1

1

h
K
´ t´Xi

h

¯

, @t P R.

7



2 Metody pro hledáńı bodových odhad̊u

2.1 Metoda moment̊u

Tato metoda je založená na užit́ı výběrových moment̊u, at’ už centrálńıch nebo necentrálńıch,
př́ıpadně i z moment̊u rozděleńı. V praxi pak využijeme tu, která se dá vypoč́ıtat nejjed-
nodušeji. V této metodě bereme v potaz všechny realizace.

Máme tedy pΩ,A,Pq, θ P Θ Ă Rk, τpθq jako odhadovanou parametrickou funkci, vlastnost
X iid fXpx, θq. Necht’ X1, ..., Xn iid Lk (aby existovaly momenty do řádu k) a označ́ıme

µr “ µrpθq “ EXr, r P k̂,

µpθq “
`

µ1pθq, ..., µkpθq
˘

: Rk Ñ Rk.

Dále požadujeme, aby Dµ´1, tedy např́ıklad aby µ bylo regulárńı a prosté.

Definice 2.1 (Momentový odhad). Momentový odhah θ definujeme vztahem

pθM :“ pθMpXq “ µ´1
`

m11pXq, ...,m
1
kpXq

˘

, kde m1rpXq “
1

n

n
ÿ

j“1

Xr
j ,

což znamená, že pθM je řešeńım soustavy momentových rovnic (znač́ıme MEq) ve tvaru

µrpθq “ m1rpXq, @r P k̂.

Definujeme dále momentový odhad τpθq vztahem TMpXq :“ τ
`

pθMpXq
˘

, metoda moment̊u
je tedy invariantńı na transformace parametru θ (je to jen jiné vyjádřeńı pro vztah

TMpXq “ {τpθqM “ τppθMq).

Věta 2.2. Pokud je µ´1 spojitá funkce, pak pθMpXq je konzistentńım odhadem θ. Pokud je
nav́ıc τ spojitá, pak TMpXq je konzistentńı.

Věta 2.3. Necht’ pθM je odhad metodou moment̊u, pXjq
`8
j“1 P L2k, µ je difeomorfismus pµ,µ´1

spojitě diferencovatelnéq. Pak @θ P Θ je

pθM „ AN
´

θ,
1

n
CMpθq

¯

,

kde CMpθq “ Jµ´1pθqCpθqJµ´1pθqT a C “ CovpX,X2, ..., Xkq. Pokud je nav́ıc τpθq spojitě
diferencovatelné a ∇τpθq ‰ 0, pak

TMpXq „ AN
`

τpθq,
1

n
∇τpθqCMpθq∇τpθqT

˘

.
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2 Metody pro hledáńı bodových odhad̊u

2.2 Nestranné odhady s minimálńım rozptylem (UMVUE)

Definice 2.4. Mějme X1, ..., Xn iid F, θ P Θ Ă Rk, τpθq P R1, T pXq jako odhad τpθq.
Definujeme

TUMR “ argmin
T

E
`

T pXq ´ τpθq
˘2
, @θ P Θ.

Definujeme dále kvadratickou ztrátovou funkci (loss function) jako

L2pT, θq :“
`

T pXq ´ τpθq
˘2

a př́ıslušnou rizikovou funkci (risk function) vztahem

RpT, θq :“ EL2pT, θq.

Potom TUMR “ argmin
T

RpT, θq, kde UMR je zkratka pro uniformly minimum risk. TUMR je

tedy odhad, který minimalizuje hodnotu rizikové funkce R.

Definice 2.5. SpXq se nazývá postačuj́ıćı statistika (sufficiency) pro θ, pokud rozděleńı
X podmı́něné hodnotou SpXq “ s nezáviśı na parametru θ. Pro diskrétńı př́ıpady tedy
PpX “ x|SpXq “ sq nezáviśı na θ, př́ıpadně fX|Spx|sq nezáviśı na θ.

Postačuj́ıćı statistika je tedy taková funkce náhodného výběru (statistika), která umı́ sama
o sobě nahradit p̊uvodńı výběr bez ztráty informace o parametru θ.

Definice 2.6. Mějme X,Y náhodné veličiny na pΩ,A,Pq. Pak

EpX|Y “ yq “

ż

R

xdPX|Y“y “
”

pro ASR fX|Y px|yq :“
fX,Y px, yq

fY pyq

ı

“ ...

Z toho vyplývá, že EpX|Y q : Ω Ñ R je náhodná veličina.

Věta 2.7. Pro náhodné veličiny pX,Y q s ASR fX,Y plat́ı vztah

E
“

EpX|Y q
‰ ASR
“

ż

R

´

ż

R

xfX|Y dx
¯

fY dy
F.V.
“

ż

R

´

ż

R

fX|Y fY dy
¯

xdx “

ż

R

´

ż

R

fX,Y dy
¯

xdx “

ż

R

xfXdx “ EX.

Pro účely následuj́ıćı Rao-Blackwellovy věty označme

TRBpXq “ TRB

`

SpXq
˘

:“ E
“

T pXq|SpXq “ s
‰

za předpokladu existence E jako odhad zkonstruovaný v Rao-Blackwellově větě. TRBpXq je
tedy opět statistika, pro kterou plat́ı, že

TRBpXq :“ E
“

T pXq|SpXq “ s
‰ ASR
“

ż

T pxqfT pXq|SpXq“sdx.

Na TRBpXq pohĺıž́ıme jako na funkci X, která vznikne ve dvou kroćıch:

1. spoč́ıtá se podmı́něná středńı hodnota E
`

T pXq|SpXq “ s
˘

“ T psq při libovolně daném
pevném s,

9



2 Metody pro hledáńı bodových odhad̊u

2. za s se dosad́ı vazba s “ SpXq, č́ımž vznikne TRB

`

SpXq
˘

.

Věta 2.8 (Rao-Blackwell). Mějme X1, ..., Xn iid F, θ P Θ Ă Rk, τpθq P R1, T pXq jako
odhad τpθq, necht’ SpXq je postačuj́ıćı statistika pro θ a necht’ L pT, θq je konvexńı funkćı v T
pro @θ P Θ. Pak

R
`

TRBpXq, θ
˘

ď R
`

T pXq, θ
˘

, @θ P Θ,

přičemž TRB nezáviśı na θ.

Definice 2.9. Systém hustot F “ FX “ tfpx, θq : θ P Θ Ă Rku se nazývá úplný, pokud
pro @h : RÑ R, EθhpXq “ 0, @θ P Θ plat́ı, že

hpXq “ 0 s.j. @θ P Θ, neboli Pθ
`

hpXq “ 0
˘

“ 1.

Definice 2.10. Postačuj́ıćı statistika S se nazývá úplná postačuj́ıćı statistika, pokud
systém rozděleńı FS je úplný, tzn. pro libovolnou borelovskou funkci g : R Ñ R plat́ı, že
pokud

E rgpSpXqqs “ 0, @θ P Θ, pak g
`

SpXq
˘

“ 0 s.j., @θ P Θ.

Věta 2.11 (Lehmann-Scheffé). Necht’ jsou splněny předpoklady R.-B. věty a nav́ıc T pXq je
nestranný odhad τpθq ptzn. ET “ τ, @θ P Θq, a dále necht’ SpXq je úplná postačuj́ıćı statistika.
Pak TRB “ TUMR, což pro volbu ztrátové funkce L2 označ́ıme jako TUMVUE. (uniformly
minimum variance unbiased estimator)

2.3 Rao-Cramérova nerovnost

Definice 2.12. Mějme F “ tfpx, θq : θ P Θ Ă Rku a označ́ıme

lpθq “ ln fpx, θq, l1ipθq :“
B

Bθi
ln fpx, θq, ∇θl “ ∇lpθq “

`

l11pθq, ..., l
1
kpθq

˘

.

Systém F se nazývá regulárńı systém hustot, ozn. Freg, pokud

1) supp f nezáviśı na θ a Θ je otevřená množina,

2) pro všechna @θ P Θ existuje ∇lpθq na supp f ,

3) E
“

∇lpθq
‰

“ 0, @θ P Θ, což je zajǐsěno předpokladem následuj́ıćı záměny

E
“

l1ipθq
‰

“

ż

R

f 1i
f
¨ fdx “

ż

R

B

Bθi
fdx “

B

Bθi

ż

supp f

fdx

loooomoooon

“1

“ 0,

4) Cov
`

∇lpθq
˘

je konečná a PD matice rozměru (k ˆ k).

Systém F označ́ıme F`reg, pokud nav́ıc splňuje podmı́nku

5) E
”

f2i,jpX,θq

fpX,θq

ı

“ 0, @θ P Θ, neboli
ş

Rn
B2

BθiBθj
fpx, θqdx “ 0, @θ P Θ.
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2 Metody pro hledáńı bodových odhad̊u

Definice 2.13. Ipθq “ Cov
`

∇lpθq
˘

se nazývá Fisherova informačńı matice a plat́ı, že

Ii,jpθq :“ Covpl1i, l
1
jq “ Epl1i ¨ l1jq ´ El1i

loomoon

“0

El1j
loomoon

“0

“ E
´

B ln f

Bθi
¨
B ln f

Bθj

¯

5q
“´E

”

B2 ln f

BθiBθj

ı

.

Lemma 2.14. Mějme X “ pX1, ..., Xnq nezávislé, Xi „ fXipxi, θq. Pak IXpθq “
n
ř

j“1
IXj pθq.

Pokud nav́ıc X1, ..., Xn jsou iid fX , pak IXpθq “ nIXpθq.

Věta 2.15 (Rao-Cramérova nerovnost). Mějme T pXq jako nestranný odhad τpθq, Freg, ne-
cht’ dále p@θ P Θq

`

D∇τpθq
˘

a E
“

T pXq
‰

lze derivovat podle θi pod znakem E (tj. derivace

pod integrálem) pro @i P k̂. Pak

D
`

T pXq
˘

ě ∇τpθqI´1
X pθq∇τpθqT

looooooooooomooooooooooon

RCLBτ pθq

, @θ P Θ.
`

RCLB = Rao-Cramérova spodńı hranice
˘

.

Definice 2.16. Mějme Freg. Pak definujeme eficienci nestranného odhadu TnpXq funkce
τpθq vztahem

en :“
RCLBτ pθq

D
`

TnpXq
˘ .

Pokud en “ 1, @n P N, př́ıpadně lim
nÑ`8

en “ 1, pak T pXq nazýváme (asymptoticky)

eficientńı.

Věta 2.17 (Bhattacharya). Mějme θ P Θ Ă R1, T pXq jako odhad τpθq. Necht’ dále existuje
vektor derivaćı podle θ do řádu m: τ̃ 1 “

`

τ 1, τ2, ..., τ pmq
˘

. Pak za podobných dodatečných
předpoklad̊u jako v R.-C.N., plat́ı, že

D
`

T pXq
˘

ě τ̃ 1pθqĨ´1
X pθq

`

τ̃ 1pθq
˘T
, pBhattacharyova spodńı hranice, BLBτ pθqq,

kde ĨX “ Cov
´

`

Bif
Bθi
{f
˘m

i“1

¯

.

2.4 Metoda maximálńı věrohodnosti (MLE)

Definice 2.18 (Věrohodnostńı funkce). Mějme X1, ..., Xn s odpov́ıdaj́ıćım systémem hustot
F “ tfXpx, θq : θ P Θ Ă Rku. Pak definujeme věrohodnostńı funkci vztahem

Lpθq “ fpx, θq, resp. Lpθ,xq “ hpxqfpx, θq, @θ P Θ, @x P Rn

a logaritmickou věrohodnostńı funkci vztahem

lpθq “ lnLpθ,xq.

Mějme nezávislý náhodný výběr X1, ..., Xn id. Pak věrohodnostńı funkci můžeme zavést jako
sdruženou hustotu tohoto výběru při dané realizaci x “ px1, ..., xnq, tedy

Lpθq “
n
ź

i“1

fXipxi, θq,

˜

Lpθq “
n
ź

i“1

PθpXi “ xiq - pro diskrétńı př́ıpad

¸

.
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2 Metody pro hledáńı bodových odhad̊u

Definice 2.19 (Maximálně věrohodný odhad). Definujeme maximálně věrohodný odhad
vztahem

pθMLpXq “ argsup
θPΘ

Lpθq

za předpokladu, že pθML je borelovsky měřitelná, jednoznačná a záviśı na X. Dále pak definu-
jeme maximálně věrohodný odhad parametrické funkce τpθq jako

TMLpXq “ τppθMLq, tedy MLE je invariantńı na transformace τ.

Věta 2.20. Mějme pXjq
`8
j“1 iid fpx, θ0q, kde supp fX nezáviśı na θ, ln fpX,θq

fpX,θ0q
P L1. Dále

předpokládáme identifikovatelnost rodiny hustot, tzn.

θ1 ‰ θ2 ñ Pθ1 ‰ Pθ2 (r̊uzné parametry definuj́ı r̊uzná rozděleńı).

Pak Pθ0
`

Lpθ0,xq ą Lpθ,xq
˘ nÑ`8
ÝÑ 1, @θ ‰ θ0.

Definice 2.21. Systém hustot F :“ tfpx, θq : θ P Θ Ă Rku se nazývá ML-regulárńı, ozn.
FML
reg , pokud pro něj plat́ı, že

1. Θ je otevřená množina, supp fX nezáviśı na θ,

2. fpx, θq P Cp3q vzhledem k θ pro @x P R,

3.
ş

R

Bf
Bθr

dx “ 0 a
ş

R

B2f
BθrBθj

dx “ 0, @θ P Θ, tzn. záměna derivaćı a integrálu je možná,

4. Fisherova informačńı matice IXpθq je PD a konečná,

5. p@θ0qpDHθ0q
`

DMpXq P L1pPθ0q
˘

p@θ P Hθ0q

´

›

›B3
θ ln f

›

› ďMpXq, přičemž Eθ0MpXq ă `8
¯

.

Definice 2.22. Mějme pθn „ AN
`

θ0,
1
nCpθq

˘

. pθn se nazývá asymptoticky eficientńı, pokud
Cpθq “ I´1

X pθ0q.

Věta 2.23. Mějme X1, ..., Xn iid fpx, θ0q P FML
reg . Pak pro každé konzistentńı řešeńı pθnpXq

soustavy věrohodnostńıch rovnic LEq plat́ı, že

pθn „ AN k

´

θ0,
1

n
I´1
X pθ0q

¯

, neboli
?
n
`

pθnpXq ´ θ0

˘ D
Ñ Nk

´

0,
1

IXpθ0q

¯

.

Takové konzistentńı řešeńı je tedy AN a dle definice 2.22 i asymptoticky eficientńım odhadem
θ0, ozn. pθELE (ELE = eficient likelihood estimator).

Věta 2.24. Mějme FML
reg , θ P R1. Pak s pravděpodobnost́ı

nÑ`8
ÝÑ 1 existuje konzistentńı řešeńı

LEq.

fT˚

´K 1
1 K 1

1 “ u1´α
2

α
2

α
2
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3 Testováńı statistických hypotéz

3.1 Základńı strategie TSH

Definice 3.1. Mějme populaci Ω a na ńı vlastnost X „ F, kde F P F . Označme θ “ θpFq
parametr modelu, který nás zaj́ımá, kde θ P Θ Ă Rk. Označme H0 : θ P Θ0 jako základńı
nulovou hypotézu (null hypothesis) a H1 : θ P Θ1, kde Θ1 “ ΘzΘ0, jako alternativńı
hypotézu.

Definice 3.2. Definujeme RH0 jako jev představuj́ıćı zamı́tnut́ı H0 (rejection) a RH0 jako
přijet́ı H0 (acception). Pak kritickou funkci testu definujeme jako pravděpodobnost, že
zamı́tneme H0 na základě naměřených dat x, tzn.

φpxq :“ PpRH0 |X “ xq P r0, 1s, pro @x P X ,

kde X je tzv. výběrový prostor, X “ tx P Rn : Dω P Ω, Xpωq “ xu. Dále definujeme
pro test H0 : θ P Θ0 vs. H1 : θ P Θ1, Θ “ Θ0 `Θ1, funkci

βφpθq :“ EθrφpXqs “ EθrPpRH0 |X “ xqs “
PpAq “

ş

A

1dP “
ş

Ω

IAdP “ ErIAs

A “ tRH0 |X “ xu
“

“ Eθ
“

ErIRH0
|X “ xs

‰ ErErX|Y ss“EX
“EθrIRH0

s “ PθpRH0q, pro @θ P Θ.

Funkce βφ
ˇ

ˇ

Θ1
, tedy zúžeńı βφ z Θ na obor Θ1, se nazývá silofunkce testu φ.

Pokud testujeme hypotézu H0 oproti H1, mohou nastat 4 navzájem se vylučuj́ıćı situace:

Zamı́táme H0 Nezamı́táme H0

H0 plat́ı Nastává chyba I. druhu Správný výsledek

H0 neplat́ı Správný výsledek Nastává chyba II. druhu

Chybu I. druhu považujeme za kritickou (tu horš́ı) chybu. Pravděpodobnost chyby I. druhu
vyjadřuje právě funkce βφ

ˇ

ˇ

Θ0
, což je zúžeńı βφ z Θ na obor Θ0. Právě tuto pravděpodobnost

budeme cht́ıt mı́t pod kontrolou, tzn. pro vhodně malé zvolené č́ıslo α P p0, 1q požadujeme,
aby celé zúžeńı βφ

ˇ

ˇ

Θ0
bylo stejnoměrně pod zadanou hranićı α. Č́ıslo α nazýváme hladina

významnosti testu H0 versus H1 a požadujeme tedy, aby sup
θPΘ0

βφpθq ď α.

Pravděpodobnost chyby II. druhu vyjadřuje funkce 1 ´ βφ
ˇ

ˇ

Θ1
a budeme se ji snažit mini-

malizovat za vazebńı podmı́nky βφ
ˇ

ˇ

Θ0
ď α na chybu I. druhu.

Shrňme strategii testováńı H0 : θ P Θ0 vs. H1 : θ P Θ1 v následuj́ıćı sekci.
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3 Testováńı statistických hypotéz

3.2 UMP testy pro parametr θ “ θpFq

Definice 3.3 (UMP strategie testováńı H0 vs. H1). Hledáme takovou optimálńı kritickou
funkci testu φ˚, aby při zvolené hladině významnosti α P p0, 1q byla pravděpodobnost chyby
II. druhu minimálńı, tzn. aby pro @θ P Θ1 bylo βφ˚pθq stejnoměrně na Θ1 maximálńı silou
testu, za podmı́nky, že pravděpodobnost chyby I. druhu bude stále (stejnoměrně na Θ0)
pod hranićı α, tzn.

@θ P Θ0, βφ˚pθq ď α.

Č́ıslo sup
θPΘ0

βφ˚pθq se nazývá hladina testu (size of test φ˚) a v praxi může být ostře pod na-

stavenou hranićı hladiny významnosti testu α (significance level α).
Konkrétńı hodnotu βφ˚pθq pro θ P Θ1 nazýváme śıla testu φ˚ pro dané θ P Θ1, celé zúžeńı

βφ˚
ˇ

ˇ

Θ1
pak nazýváme silofunkce testu φ˚.

Pokud takový test φ˚ splňuj́ıćı uvedené podmı́nky existuje, nazýváme ho stejnoměrně nej-
silněǰśım testem H0 oproti H1, ozn. UMP test (uniformly most powerful test). Situaci UMP
ilustruje obrázek ??.

Definice 3.4. Pokud Θ0 je jednoprvková (1 stav), pak H0 nazveme jednoduchá hypotéza
(simple), v opačném př́ıpadě je H0 složená hypotéza (composite). Totéž plat́ı pro Θ1 a H1

alternativu.

Definice 3.5. Pokud uvažujeme kritickou funkci ve tvaru

φpxq “

#

1 x PW Ă Rn,
0 jinak,

pak W nazveme kritický obor testu (critical region). Je to tedy obor naměřených hodnot,
při kterém zamı́táme H0. Tomuto tvaru testu se ř́ıká neznáhodněný test a o přijet́ı H0

rozhodujeme následovně:

nastává jev tX PW u ñ zamı́táme H0,

nastává opačný jev tX RW u ñ nezamı́táme H0.

3.3 Neyman-Pearsonovo lemma (N-PL)

Věta 3.6 (Neyman-Pearsonovo lemma). Mějme dvě hypotézy H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ “ θ1 a č́ıslo
α P p0, 1q jako hladinu významnosti testu. Označme nyńı hustotu pravděpodobnosti f0 :“ fpx, θ0q

a f1 :“ fpx, θ1q obě vzhledem ke vhodné dominuj́ıćı mı́ře λ. Pak existuje K ą 0 a UMP test
φ˚ ve tvaru

φ˚pxq “

$

’

&

’

%

1 f1 ą Kf0,

γ f1 “ Kf0,

0 f1 ă Kf0,

tak, že βφ˚pθ0q “ α.

Pokud φ je nějaký jiný UMP test na hladině α, pak φ je nutně stejného tvaru jako φ˚

na množině tf1 ‰ Kf0u. Výjimkou je situace, kdy existuje test φ s βφpθ1q “ 1, přičemž
βφpθ0q ă α, což znamená, že test φ nem̊uže dosáhnout zadané hranice α pro svou pravděpodobnost
chyby I. druhu tak, jako ji dosahuje test φ˚.
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Důsledek 3.7. Pokud plat́ı, že Pθ0pf1 “ Kf0q “ 0, pak m̊užeme psát

φ˚ “

#

1 x PW ˚ “ tf1 ě Kf0u,

0 x P pW ˚qc “ tf1 ă Kf0u.

Tedy v př́ıpadě, že hranice tf1 “ Kf0u je nulové Pθ0 mı́ry, potom existuje neznáhodněný test
s UMP kritickou oblast́ı W ˚ pro testováńı H0 versus H1, přičemž pravděpodobnost chyby I.
druhu je př́ımo rovna požadované signifikanci α, βW˚pθ0q “ α, zat́ımco śıla testu βW˚pθ1q je
maximálńı možná.

3.4 Složené hypotézy a MLR systémy

Postup použit́ı N-PL v praxi pro test z d̊usledku 3.7.

Hledáme takový test φ˚ tvaru

φ˚pxq “

#

1 x P tf1 ě Kf0u “W ˚ ... UMP CR,

0 x P tf1 ă Kf0u “ pW
˚qc,

pro který je dosažena hladina testu βφ˚pθ0q “ α, přičemž śıla (silofunkce) testu β je optimálńı.

1) Nejdř́ıve najdeme tvar W ˚ jako řešeńı nerovnice f1 ě Kf0. Źıskáme ho v nějakém tvaru
W ˚ “ tT pxq ě K 1u, resp. W ˚ “ tT pxq ď K 1u, s bĺıže nespecifikovanou volnou konstantou
K 1, tedy

tf1 ě Kf0u „ tT pXq ě K 1u,

resp.
tf1 ě Kf0u „ tT pXq ď K 1u,

kde T pXq se nazývá testovaćı statistika.

2) Konkrétńı hodnotu K 1 pak urč́ıme z rovnice Pθ0
`

T pXq ě K 1
˘

“ α, resp. Pθ0
`

T pXq ď
K 1

˘

“ α. K vyřešeńı této nerovnosti však nutně potřebujeme umět vyjádřit Pθ0pT ě K 1q,
resp. Pθ0pT ď K 1q za předpokladu platnosti hypotézy H0, tzn. při θ0. Odvozeńı rozděleńı
T pXq při θ0 se ř́ıká ”distributional problem” testováńı hypotéz a jde o stěžejńı část úspěšné
aplikace.

3) V př́ıpadě, že H1 je složená, tzn. H1 : θ P Θ1, postupujeme takto: voĺıme θ1 P Θ1 libo-
volně pevně a testujeme hypotézu H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ “ θ1 na hladině α. Z Neyman-
Pearsonova lemmatu existuje UMPα test φ˚, př́ıpadně UMPCR W ˚. Pokud tento φ˚,
př́ıpadně W ˚, nezáviśı na volbě θ1, máme finálńı UMPα test při složené alternativě H1.

4) Pokud i H0 je složená, tzn. H0 : θ P Θ0, pak, pokud to lze, ještě nav́ıc ukážeme, že
sup
θPΘ0

βφ˚pθq ď α, tzn., že @θ10 P Θ, plat́ı, že βφ˚pθ
1
0q ď α. Pr̊uchodnost bod̊u 3) a 4)

zajǐst’uje např́ıklad následuj́ıćı koncept MLR.

Definice 3.8. Systém hustot F se nazývá MLR (Monotone likelihood ratio), pokud
DT pxq : Rn Ñ R1 tak, že pro @θ0 ă θ1 plat́ı, že f1

f0
je monotonńı funkćı statistiky T pxq, tzn.

f1

f0
“ g

`

T pxq
˘

, kde g je monotonńı. Pod́ıl f1

f0
“

Lpθ1q
Lpθ0q

se nazývá věrohodnostńım poměrem

(likelihood ratio), ozn. LRpxq, x P X .
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3 Testováńı statistických hypotéz

Věta 3.9. Mějme rostoućı MLR systém hustot F se statistikou T pXq. Testujeme hypotézu
H0 : θ ď θ0 vs. H1 : θ ą θ0, θ P R1, tzv. jednostrannou hypotézu oproti jednostranné alterna-
tivě, na zadané hladině α P p0, 1q. Pak existuje UMPα test φ˚ ve tvaru

φ˚pxq “

$

’

&

’

%

1 T pxq ą K,

γ T pxq “ K,

0 T pxq ă K,

přičemž K a γ jsou určeny podmı́nkou βφ˚pθ0q “ α, tzn. Eθ0rφ˚pXqs “ α, tedy

Pθ0
`

T pXq ą K
˘

` γPθ0
`

T pXq “ K
˘

` 0 ¨ Pθ0
`

T pXq ă K
˘

“ α.

Pro př́ıpad klesaj́ıćıho MLR systému F stač́ı v tvrzeńı zaměnit nerovnosti za opačné.

3.5 Nestranné UMP testy (UMPU)

V aplikaćıch TSH v praxi vyvstává nutnost testovat daľśı složitěǰśı hypotézy, jako např́ıklad

H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ ‰ θ0, nebo

H0 : θ1 ď θ ď θ2 vs. H1 : θ R rθ1, θ2s.

Pro takovéto př́ıpady, kdy alternativńı hypotéza H1 je tzv. oboustranná (θ ă θ1 nebo θ ą
θ2), zpravidla neexistuje stejnoměrně nejsilněǰśı UMPα test φ˚ na hladině α a jsme nuceni
z optimality UMP testu slevit. Zavedeme proto UMPU testy.

Definice 3.10. Testujme H0 : θ P Θ0 vs. H1 : θ P Θ1. Test φ se nazývá nestranný, pokud
sup
θPΘ0

βφpθq ď inf
θPΘ1

βφpθq.

Věta 3.11. Každý UMP test φ˚ je nestranný, tzn. βφ˚
ˇ

ˇ

Θ0
ď βφ˚

ˇ

ˇ

Θ1
, tj.

sup
θPΘ0

βφ˚pθq ď inf
θPΘ1

βφ˚pθq.

Definice 3.12. Stejnoměrně nejsilněǰśı test mezi všemi nestrannými testy se nazývá UMPU.
(UMP Unbiased).

Věta 3.13. Testujeme hypotézu H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ ‰ θ0, kde θ P Θ Ă R1 a θ0 je vnitřńım
bodem Θ, tedy , θ0 P Θ˝. Necht’ F je exponenciálńı tř́ıda hustot z př́ıkladu ?? s Qpθq ryze

rostoućı a diferencovatelnou, tedy Fn “
"

fpx, θq
iid
“

n
ś

i“1
fpxi, θq

*

je MLR systém se statistikou

T pxq “
řn
i“1 T pxiq. Pak existuje UMPUα test tvaru

φ˚upxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 T pxq ă K1 _ T pxq ą K2,

γ1 T pxq “ K1,

γ2 T pxq “ K2,

0 T pxq P pK1,K2q,

takový, že βφ˚u pθ0q “ α. Konstanty K1,K2, γ1, γ2 urč́ıme tak, aby byla splněna podmı́nka

P
`

T pXq ă K1

˘

` P
`

T pXq ą K2

˘

` γ1P
`

T pXq “ K1

˘

` γ2P
`

T pXq “ K2

˘

“ α.
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3 Testováńı statistických hypotéz

Na základě věty 3.13 umı́me nalézt alespoň UMPUα optimálńı testy mezi všemi nestrannými
testy, např. pro hypotézy ve tvaru

H0 : µ “ µ0 vs. H1 : µ ‰ µ0, při Gaussovském modelu X „ N pµ, σ2 známéq,

H0 : σ2 “ σ2
0 vs. H1 : σ2 ‰ σ2

0, při Gaussovském modelu X „ N pµ známé, σ2q.
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4 Daľśı metody testováńı hypotéz

4.1 Test poměrem věrohodnost́ı (LRT)

Definice 4.1. Mějme rodinu F “ tfpx, θq : θ P Θu a testujme obecnou hypotézu
H0 : θ P Θ0 vs. H1 : θ P Θ1 na zadané hladině významnosti α P p0, 1q. Zaved’me funkci

Λpxq :“

sup
θPΘ0

Lpθq

sup
θPΘ0YΘ1

Lpθq
, kde Lpθq “ fpx, θq

je věrohodnostńı funkćı testovaného modelu, založenou na vzorku x P X z náhodného výběru
X “ pXjq

n
j“1 iid fpx, θq. Definujme test tvaru

φΛpxq “

#

1 x PWΛ Ă Rn,
0 x RWΛ,

kde WΛ “ tx P Rn : Λpxq ď K u je taková, že pro nějakou konstantu K P r0, 1s plat́ı
βφΛ

ˇ

ˇ

Θ0
ď α, tzn.

βWΛ
pθq :“ βφΛ

pθq “ EθφΛpXq “ Pθ
`

φΛpXq “ 1
˘

ď α, @θ P Θ0.

Takové φΛ, pokud existuje, se nazývá LRT test pro testováńıH0ˆH1 na hladině významnosti
α, ozn. LRTα. WΛ je odpov́ıdaj́ıćı LRT kritická oblast tohoto testu (LRTα CR). Pokud nastal
jev tX PWΛu, zamı́táme H0, pokud nastává opačný jev, pak H0 nezamı́tneme.

Jde o test založený na limitńıch vlastnostech statistického modelu, přičemž smysluplnost
zavedeńı tohoto LRT test̊u vyplývá z lemmatu, dokázaného v sekci 2 MLE odhad̊u, které
ř́ıká, že pro pXjq

`8
j“1 iid fpx, θ0q, kde supp f je nezávislý na θ, plat́ı, že

Pθ0
`

Lpθ0q ą Lpθq
˘ nÑ`8
ÝÑ 1, @θ ‰ θ0.

a) Pokud H0 plat́ı, a tedy skutečná hodnota parametru θ0 lež́ı jak v Θ0, tak v Θ0 YΘ1, pak

Λpxq “
sup
θPΘ0

Lpθq

sup
θPΘ0YΘ1

Lpθq “ 1 s pravděpodobnost́ı Pθ0 jdoućı k 1 při nÑ `8.

b) Pokud H0 neplat́ı, a tedy skutečná hodnota parametru θ0 nelež́ı v Θ0, ale stále je obsažena
ve Θ0 YΘ1, pak Λpxq ď K ă 1 je ostře odraženo od 1 s pravděpodobnost́ı Pθ0 jdoućı k 1
při nÑ `8. Právě tak jsme nastavili v definici φΛ kritický obor WΛ pro přijet́ı/zamı́tnut́ı
H0.
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4 Daľśı metody testováńı hypotéz

4.2 Analýza variance (ANOVA)

Analýza rozptylu (analysis of variance, ANOVA) je metoda, která umožňuje zjistit, jestli má
na Gaussovskou náhodnou veličinu vliv některý ze znak̊u u jednotlivých jedinc̊u, např. zda
na plat zaměstnanc̊u má vliv dosažené vzděláńı, pohlav́ı, věk apod.

Mějme nezávislé náhodné výběry Xi1, ..., Xini „ N
`

µi, σ
2
˘

, i P I, N “
řI
i“1 ni. Potom

sdružená hustota z FN je tvaru

fpx|µ1, ..., µI , σ
2q “ p2πσ2q´

N
2 exp

#

´
1

2σ2

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

pxij ´ µiq
2

+

.

Testujeme hypotézu

H0 : µ1 “ µ2 “ ... “ µIp“ µq vs. H1 : alespoň jedna nerovnost

na hladině α P p0, 1q za dodatečného předpokladu σ2
1 “ ... “ σ2

I “ σ2 neznámé, tzn.
předpokládáme homogenitu rozptyl̊u jednotlivých testovaných podskupin i P I.

Odvozeńı ANOVA LRTα testu

Mějme

Λpxq “
suptfpx|µ, µ, ..., µ, σ2q : µ P R, σ2 ą 0u

suptfpx|µ1, µ2, ..., µI , σ2q : µi P R, σ2 ą 0u
.

Při řešeńı extrémů prostřednictv́ım diferenciálńıho počtu Brf “ 0 v čitateli źıskáme 2 rovnice
a ve jmenovateli I ` 1 rovnic, které vyřeš́ıme a př́ıslušné hodnoty maximálně věrohodných
odhad̊u pµ, pσ2, resp. pµi, pσ

2, i P I, zpětně dosad́ıme do Λpxq. Dále potom nalezneme tvar LRT
kritické oblasti WΛ “ tx : Λpxq ď K u, kdy plat́ı

Λpxq ď K ô FΛpxq “
pN ´ IqSA
pI ´ 1qSe

ě C,

kde

SA “
I
ÿ

i“1

nipxi ´ xq
2, Se “

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

pxij ´ xiq
2, xi “

1

ni

ni
ÿ

j“1

xij , a x “
1

N

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

xij .

Př́ıklad 4.2. Distribučńı problém tohoto LRT testu ANOVA spoč́ıvá v odvozeńı rozděleńı
testovaćı statistiky FΛpxq za předpokladu platnosti H0 : µ1 “ ... “ µI “ µ. Postupujeme
následovně:
I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

X2
ij “

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

pXij ´Xi `Xiq
2 “

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

pXij ´Xiq
2 ` 2

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

XipXij ´Xiq

looooooooooooomooooooooooooon

0

`

I
ÿ

i“1

niXi
2 “

“

I
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

pXij ´Xiq
2

loooooooooomoooooooooon

Q1“Se

`

I
ÿ

i“1

nipXi ´X `Xq
2 “

“ Se `
I
ÿ

i“1

nipXi ´Xq
2

loooooooomoooooooon

Q2“SA

` 2
I
ÿ

i“1

niXpXi ´Xq

loooooooooomoooooooooon

0

`

I
ÿ

i“1

X
2
ni

looomooon

N ¨X
2
“:Q3

“ Se ` SA `Q3 “

3
ÿ

i“1

Qi,
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4 Daľśı metody testováńı hypotéz

což je součet tř́ı kvadratických forem. Dá se ukázat (viz lineárńı algebra), že součet hodnost́ı
těchto tř́ı kvadratických forem dává plnou dimenzi úlohy N ,

3
ÿ

i“1

hpQiq “ hpSeq ` hpSAq ` hpQ3q “ pN ´ Iq ` pI ´ 1q ` 1 “ N.

Z Cochranovy věty pak vyplývá, že Qi jsou nezávislé a QipXq „ χ2
`

hpQiq
˘

, d̊usledkem čehož

FΛpxq
ˇ

ˇ

H0
“
SA{pI ´ 1q

Se{pN ´ Iq
„

χ2pI ´ 1q{pI ´ 1q

χ2pN ´ Iq{pN ´ Iq
„ FpI ´ 1, N ´ Iq,

tedy FΛpxq má za platnosti H0 Fisherovo rozděleńı s pI ´ 1q a pN ´ Iq stupni volnosti.

Nyńı hledáme konstantu C tak, aby platilo PH0

`

FΛpXq ě C
˘

“ α, což vede na LRT kritický
obor WΛ “ tx : FΛpxq ě F1´αpI ´ 1, N ´ Iqu, kde F1´α znač́ı p1 ´ αq-kvantil př́ıslušného
Fisherova rozděleńı F. Skonč́ı-li experiment v tomto kritickém oboru, pak zamı́táme H0.

4.3 Dvouvýběrové testy (2ˆN1)

Dvouvýběrový nepárový t-test porovnává středńı hodnoty dvou Gaussovských výběr̊u.
Př́ıkladem toho může být třeba středńı hodnota tlaku krve u kuřák̊u a nekuřák̊u, atp.

Př́ıklad 4.3 (Dvouvýběrový t-test). Uvažujme dva náhodné výběry ze dvou r̊uzných Gaus-
sovských distribućı

X1, ..., Xn1 iid N
`

µ1, σ
2
1

˘

ñ X1 „ N
ˆ

µ1,
σ2

1

n1

˙

,
pn1 ´ 1qs2

1

σ2
1

„ χ2n1 ´ 1,

Y1, ..., Yn2 iid N
`

µ2, σ
2
2

˘

ñ Y2 „ N
ˆ

µ2,
σ2

2

n2

˙

,
pn2 ´ 1qs2

2

σ2
2

„ χ2n2 ´ 1.

Budeme testovat hypotézu shodnosti středńıch hodnot obou soubor̊u H0 : µ1 “ µ2 vs. H1 :
µ1 ‰ µ2 na hladině α. Rozlǐsujeme tři př́ıpady:

a) Známe-li σ2
1, σ

2
2, potom

X1 ´ Y2 ´ pµ1 ´ µ2q
b

σ2
1
n1
`

σ2
2
n2

„ N p0, 1q ,

protože z reprodukčńı vlastnosti N v́ıme, že pX1 ´ Y2q „ N
´

µ1 ´ µ2,
σ2

1
n1
`

σ2
2
n2

¯

.

Při H0 : µ1 “ µ2 pak nalezneme rozděleńı testovaćı statistiky

U “ UpX,Yq “
X1 ´ Y2
b

σ2
1
n1
`

σ2
2
n2

„ N p0, 1q .

Vyřešeńım rovnice P p|U | ě Kαq “ α dostaneme Kα “ u1´α
2

s následným RT kritickým

oboremWα “

!

px,yq : |Upx,yq| ě u1´α
2

)

, kde u1´α
2

znač́ı př́ıslušný kvantil N p0, 1q rozděleńı.
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4 Daľśı metody testováńı hypotéz

b) Pokud neznáme σ2
1, σ

2
2, ale v́ıme, že σ2

1 “ σ2
2 “ σ2 (analogie ANOVA pro I “ 2, kde σ2

neznáme), pak voĺıme testovaćı statistiku jako

T “ T pX,Yq “
X1 ´ Y2

s
b

1
n1
` 1

n2

„ tpn1 ` n2 ´ 2q při platnosti H0,

kde s2 “
pn1´1qs21`pn2´1qs22

n1`n2´2 se nazývá pooled sample variance. Studentovo tpn1 ` n2 ´ 2q

rozděleńı plyne z faktu, že T “ U
s{σ , přičemž

pn1`n2´2q
s2

σ2
“

„

pn1 ´ 1qs2
1

σ2
1

`
pn2 ´ 1qs2

2

σ2
2



„ χ2pn1´1q`χ2pn2´1q
id
„ χ2pn1`n2´2q,

což plyne z reprodukčńı vlastnosti χ2 rozděleńı. Podobně jako v a) dostáváme RT kritický

obor Wα “

!

|T px,yq| ě t1´α
2
pn1 ` n2 ´ 2q

)

, kde t1´α
2

znač́ı kvanil př́ıslušného tpn1`n2´

2q Studentova rozděleńı.

c) Pokud σ2
1, σ

2
2 neznáme, ale v́ıme, že σ2

1 ‰ σ2
2, pak už́ıváme testovaćı statistiku

Tν “ TνpX,Yq “
X1 ´ Y2
b

s21
n1
`

s22
n2

„ tpνq (Welchova aproximace),

kde

ν “

´

s21
n1
`

s22
n2

¯2

1
n1´1

´

s21
n1

¯2
` 1

n2´1

´

s22
n2

¯2 .

Následný kritický obor Wα “

!

|Tν | ě t1´α
2
pνq

)

definuje dvouvýběrový t-test. Pro ne-

celoč́ıselné ν interpolujeme tpνq z hodnot sousedńıch tprνsq a tprνs ` 1q.

Př́ıklad 4.4 (Test homogenity rozptyl̊u = F-test). Za stejných předpoklad̊u jako u dvouvýběrového
t-testu z př́ıkladu 4.3 testujeme hypotézu homogenity rozptyl̊u dvou Gaussovských výběr̊u

H0 : σ2
1 “ σ2

2 vs. H1 : σ2
1 ‰ σ2

2 na hladině α P p0, 1q.

Testovaćı statistiku voĺıme

F12 “ F pX,Yq “
s2

1

s2
2

“

ˇ

ˇ

ˇ
H0 : σ2

1 “ σ2
2

ˇ

ˇ

ˇ

H0
“

s21
σ2

1

s22
σ2

2

“

pn1´1qs21
σ2

1

pn2´1qs22
σ2

2

¨
n2 ´ 1

n1 ´ 1
„

χ2pn1´1q
n1´1

χ2pn2´1q
n2´1

id
„ Fpn1´1, n2´1q,

za platnosti H0. Pak RT kritický obor F-testu je při symetrické volbě kvantil̊u Fisherova F
rozděleńı

Wα “

!

px,yq : F px,yq ě F1´α
2
pn1 ´ 1, n2 ´ 1q nebo F px,yq ď Fα

2
pn1 ´ 1, n2 ´ 1q

)

,

viz obrázek 4.1. Tuto volbu od̊uvodňuje fakt, že s2
1,2

s.j.
ÝÑ σ2

1,2 a Es2
1,2 “ σ2

1,2.
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α
2

α
2

Fisherova distribuce

F12 „ Fpn1 ´ 1, n2 ´ 1q

0 KL 1 KH

Obrázek 4.1: Kritický obor F-testu homogenity rozptyl̊u.

4.4 Test koeficientu korelace (N2)

Předpokládejme pXj , Yjq
n
j“1 iidN2pµ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, %q z dvourozměrného nedegenerovaného Gaus-

sova rozděleńı při σ1 ą 0, σ2 ą 0, |%| ă 1. Testujeme nekorelovanost X,Y , tzn. nulovou
hodnotu korelačńıho koeficientu % “ %pX,Y q:

H0 : % “ 0 vs. H1 : % ‰ 0 ptzn. test nezávislosti X a Y v N2 modeluq

na hladině významnosti α P p0, 1q.
Odvod́ıme LRT test H0:
Logaritmická věrohodnostńı funkce modelu N2pµ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, %q při označeńı θ “ pµ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, %q

je

lpθq “ lnLpθq “
´1

2p1´ %2q

”

n
ÿ

j“1

pXj ´ µ1q
2

σ2
1

`

n
ÿ

j“1

pYj ´ µ2q
2

σ2
2

´

´ 2%
n
ÿ

j“1

pXj ´ µ1qpYj ´ µ2q

σ1σ2

ı

´ n ln
`

2πσ1σ2

a

1´ %2
˘

.

Následně vyhodnot́ıme výraz

Λpx,yq “
suptLpθq : µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, % “ 0u

suptLpθq : µ1, µ2, σ2
1, σ

2
2, |%| ă 1u

„
4 rovnice typu Br lnL “ 0

5 rovnic typu Bl lnL “ 0
.

Řešeńım obou extrémů jsou MLE odhady: pµ1 “ Xn, pµ2 “ Yn, pσ2
1 “ pσ2

n,X a pσ2
2 “ pσ2

n,Y a dále

p%XY “ p%npX,Yq “

řn
j“1pXj ´XnqpYj ´ Ynq

b

řn
j“1pXj ´Xnq

2
řn
j“1pYj ´ Ynq

2
“

yCovXY
pσ1 ¨ pσ2

,

který se nazývá Pearson̊uv výběrový koeficient korelace. Dosazeńım těchto odhad̊u
do Λpx,yq źıskáme

ln Λpx,yq “ lnLppµ1, pµ2, pσ1, pσ2, % “ 0q ´ lnLppµ1, pµ2, pσ1, pσ2, p%XY q “

“ ´n lnp2πpσ1pσ2q ` n ln
`

2πpσ1pσ2

b

1´ p%2
XY

˘

“

“
n

2
ln
`

1´ p%2
XY

˘

ď K ô
ˇ

ˇ

p%XY
ˇ

ˇ ě K 1 ô
|p%XY |

?
n´ 2

b

1´ p%2
XY

ě K2,
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4 Daľśı metody testováńı hypotéz

kde K,K 1,K2 jsou vhodné konstanty nezávislé na px,yq. Lze ukázat, že při platnosti H0 :
% “ 0 má testovaćı LRT statistika rozděleńı

T “ T pX,Yq “
p%XY

?
n´ 2

b

1´ p%2
XY

„ tpn´ 2q,

tedy Studentovo rozděleńı s pn´ 2q stupni volnosti. To vede na kritický obor testu H0 : % “ 0
ve tvaru

Wα “

!

px,yq : |T px,yq| ě t1´α
2
pn´ 2q

)

,

opět s použit́ım
´

1´ α
2

¯

-kvantilu př́ıslušného Studentova rozděleńı.
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5 Asymptotické testy hypotéz

5.1 Asymptotické testy sťredńıch hodnot iid L2

Věta 5.1 (Jednovýběrový asymptotický test µ “ µ0). Mějme náhodný výběr X1, ..., Xn iid L2

pocházej́ıćı z libovolného rozděleńı s EXj “ µ a s konečným rozptylem DXj “ σ2 ą 0, který
je neznámý. Testujeme hypotézu H0 : µ “ µ0 vs. H1 : µ ‰ µ0 (resp. µ ż µ0 apod.) na hladině
α P p0, 1q. Pak testovaćı statistika

Tn “ TnpXq “
?
n
Xn ´ µ0

sn

D
Ñ N p0, 1q

za platnosti H0. Následně test H0 : µ “ µ0, založený na kritické oblasti Wα “

!

|Tnpxq| ě u1´α
2

)

,

kde u1´α
2

znač́ı kvantil N p0, 1q, zamı́tá H0 na asymptotické hladině α.

Věta 5.2. Necht’ X a Y jsou nezávislé z L2 a mějme dva náhodné výběry (např. testovaćı
a kontrolńı) pXiq

n1
i“1 iid L2pµ1, σ

2
1 ą 0q a pYjq

n2
j“1 iid L2pµ2, σ

2
2 ą 0q. Pak

T12 “ T12pX,Yq “
X1 ´ Y2 ´ pµ1 ´ µ2q

b

s21
n1
`

s22
n2

D
Ñ N p0, 1q, při n1, n2 Ñ `8.

Důsledek 5.3 (Dvouvýběrový asymptotický test µ1 “ µ2). Dı́ky větě 5.2 lze zkonstruovat
asymptotický test pro testováńı hypotézy H0 : µ1 “ µ2 v obecném L2 modelu, kdy máme
k dispozici dva nezávislé náhodné výběry ze dvou potenciálně zcela typově odlǐsných libovolných
ditribućı FX a FY , o kterých v́ıme pouze to, že obě distribuce maj́ı konečné neznámé rozptyly
σ2

1 ą 0, σ2
2 ą 0. Test H0 : µ1 “ µ2, založený na kritické oblasti

Wα “

!

|T12px,yq| ě u1´α
2

)

, kde T12px,yq “
x1 ´ y2

b

s21
n1
`

s22
n2

,

zamı́tá H0 na asymptotické hladině α. Hranice zamı́tnut́ı u1´α
2

zde opět označuje př́ıslušný
kvantil Gaussova rozděleńı N p0, 1q.

5.2 Asymptotický LRT a Wald̊uv test v Rk

Věta 5.4. Mějme θ P Θ Ă Rk a testujeme hypotézu H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ ‰ θ0 na základě
náhodného výběru X1, ..., Xn iid f P F . Necht’ jsou dále splněny předpoklady z věty 2.24
o asymptotické normalitě MLE odhad̊u, tedy F “ FML

reg , a necht’ Ipθq je spojitá (kˆk Fisherova
informačńı matice) v bodě θ0. Pak za platnosti H0 plat́ı

λnpXq “ ´2 ln ΛpXq
D
Ñ χ2pkq.
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5 Asymptotické testy hypotéz

Důsledek 5.5 (Asymptotický LRT). Za předpoklad̊u věty 5.4 je test hypotézy
H0 : θ “ θ0 vs. H1 : θ ‰ θ0, založený na kritické oblasti

Wα “

!

x : λnpxq ě χ2
1´αpkq

)

,

kde χ2
1´αpkq znač́ı p1´αq-kvantil př́ıslušného χ2pkq rozděleńı, je tzv. asymptotickým LRT

testem, který zamı́tá H0 na asymptotické hladině α.

5.3 Testy dobré shody (GoF)

Definice 5.6. Mějme náhodnou veličinu (vlastnost) X na pΩ,A,Pq a př́ıslušný náhodný
výběr X1, . . . , Xn pocházej́ıćı z nějaké neznámé distribuce F. Volme jednu konkrétńı distribuci
F0 P F . Pak test hypotézy

H0 : F “ F0 vs. H1 : F ‰ F0 (resp. F “ F1q

se nazývá testem dobré shody (GoF - Goodness-of-Fit) modelu F0. Opět voĺıme hladinu
významnosti α P p0, 1q a testujeme H0 na této signifikantńı hranici pro chybu I.druhu. Tedy,
za kritickou chybu považujeme rozhodnut́ı o zamı́tnut́ı modelu F0, přestože ten je správný.

χ2-testy GoF

Za jeden z nejznáměǰśıch GoF test̊u lze považovat následuj́ıćı χ2-test, který převád́ı celou
úlohu na specifický asymptotický test v Multinomickém parametrickém modelu za cenu jistého
binováńı (diskretizace) dostupného náhodného výběru X. Označme HX obor hodnot náhodné
veličiny X „ F a vytvořme děleńı tA1, . . . , Aku oboru hodnot HX na k disjunktńıch box̊u či
tř́ıd (bin̊u). Dále zavedeme

pj “ PFpX P Ajq, p0j “ PF0pX P Ajq, @j P pk.

Mějme nyńı k dispozici náhodný výběr X “ pXiq
n
i“1 iid F a necht’

Yj “ # ti : Xi P Aju “
n
ÿ

i“1

ItXi P Aju “
n
ÿ

i“1

IAj pXiq

je počet těch pozorováńı Xi z tX1, . . . , Xnu, která se vyskytuj́ı v j-tém binu Aj , j P pk.
Vzhledem k iid předpokladu pro jednotliváXi pak plyne, že každé Yj „ Bipn, pjq, a proto i celý
vektor Y “ pY1, . . . , Ykq má Multinomické rozděleńı rozděleńı Y „ Multpn,pq, při označeńı
p “ pp1, . . . , pkq. Namı́sto testu H0 : F “ F0 vs. H1 : F ‰ F0 pak testujeme parametrickou
hypotézu na hladině α ą 0

H0 : p “ p0 vs. H1 : p ‰ p0 kde p0 “ pp01, . . . , p0kq

v Multinomickém modelu Y „ Multpn,pq, přičemž
řk

1 pj “
řk

1 p0j “ 1.
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5 Asymptotické testy hypotéz

Věta 5.7. Necht’ ppj “ Yj{n znač́ı MLE odhady parametr̊u pj v binomickém modelu Bipn, pjq,

@j P pk. Následuj́ıćı tři testovaćı statistiky v Multpn,pq modelu

χ2pYq “
k
ÿ

j“1

npppj ´ p0jq
2

p0j
“

k
ÿ

j“1

pYj ´ np0jq
2

np0j
(Pearsonova),

rχ2pYq “
k
ÿ

j“1

npppj ´ p0jq
2

ppj
“

k
ÿ

j“1

pYj ´ np0jq
2

Yj
(Neymanova),

λnpYq “ ´2 ln ΛpYq “ ´2 ln
k
ź

j“1

ˆ

p0j

ppj

˙nppj

“ ´2
k
ÿ

j“1

Yj ln

ˆ

np0j

Yj

˙

(LRT stat.),

jsou za platnosti H0 : p “ p0 asymptoticky ekvivalentńı a všechny konverguj́ı v distribuci
k limitńımu χ2pk ´ 1q rozděleńı.

Důsledek 5.8 (Pearson χ2 GoF). Test H0 : p “ p0 založený na kritické oblasti

Wα “

!

y : χ2pyq ě χ2
1´αpk ´ 1q

)

pχ2
1´α znač́ı kvantil χ2 rozděleńı)

je asymptotickým Pearsonovým χ2-testem dobré shody dosahuj́ıćım asymptotické signifikance
α. Podobně pro rχ2pYq a λnpYq testovaćı statistiky.

Jde o asymptotický test, tedy je vyžadován jednak dostatečný počet n pozorováńı pxiq
n
1 ,

obvykle alespoň n ě 50, a současně by měla být splněna podmı́nka np0j ě 5, @j P pk. Hodnoty
testovaćıch statistik χ2pyq a rχ2pyq představuj́ı součet vážených kvadratických odchylek tzv.
pozorovaných četnost́ı yj od teoretických četnost́ı np0j přes všechny biny Aj , j P pk.

5.4 Modifikace χ2-test̊u dobré shody

Pokud potřebujeme testovat shodu dat s modelem ve složené podobě, tzn.

H0 : F “ Fθ vs. H1 : F ‰ Fθ na hladině α P p0, 1q,

kde θ P Θ Ă Rs je neznámý parametr takový, že dimpΘq “ s, pak postup testováńı uprav́ıme
následovně. Označ́ıme opět

pj “ PFpX P Ajq, p0j “ p0jpθq “ PFθpX P Ajq, @j P pk,

kde nyńı p “ pp1, . . . , pkq a p0 “ p0pθq “
`

p01pθq, . . . , p0kpθq
˘

. Na základě binovaných
náhodných veličin pYjq

k
j“1 testujeme v Multpn,pq modelu parametrickou hypotézu

H0 : p “ p0pθq vs. H1 : p ‰ p0pθq na hladině α ą 0.

Protože však nyńı vektor p0 je funkćı neznámého parametru θ, muśıme tento parametr od-
hadnout za platnosti H0. Takový vhodný odhad pθn “ pθnpYq by měl disponovat dostatečně
dobrými asymptotickými vlastnostmi při n Ñ `8. Dostupnou realizaci odhadu pθnpyq pak
dosad́ıme do funkce p0pθq a testujeme již jednoduchou bodovou hypotézu v Multinomickém
modelu na hladině α

H0 : p “ pp0 vs. H1 : p ‰ pp0, kde pp0 “ pp0

`

pθnpyq
˘

.

Toto zaneseńı odhadu pθn do testované hypotézy H0 však modifikuje asymptotické vlastnosti
použitých testovaćıch statistik.
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5 Asymptotické testy hypotéz

Věta 5.9. Mějme test H0 : p “ pp0 vs. H1 : p ‰ pp0 za výše uvedených podmı́nek, kdy
dimpΘq “ s. Necht’ pθn znač́ı maximálně věrohodný odhad pθMLpYq za platnosti H0. Pak testo-
vaćı statistika

χ2pYq “
k
ÿ

j“1

pYj ´ npp0jq
2

npp0j

D
Ñ χ2pk ´ s´ 1q

a test založený na kritické oblasti

Wα “

!

y : χ2pyq ě χ2
1´αpk ´ s´ 1q

)

pχ2
1´α znač́ı kvantil χ2 rozděleńı)

je Pearsonovým χ2-testem dobré shody dosahuj́ıćım asymptotické signifikance α. Podobně
pro testovaćı statistiky rχ2pYq a λnpYq.
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6 Konfidenčńı množiny, Intervaly spolehlivosti

Bodové odhady pθnpXq “ pθn, resp. TnpXq “ Tn, sice poskytuj́ı odhad hodnoty daného para-
metru, nicméně např́ıklad ve spojitém statistickém modelu (ASRλ) vždy plat́ı, že
P
`

pθnpXq “ θ0

˘

“ 0, @θ0, resp. P
`

TnpXq “ τpθq
˘

“ 0, @θ P Θ. Z tohoto d̊uvodu se zavád́ı
tzv. interval spolehlivosti, což je interval, ve kterém se neznámý parametr θ nacháźı s námi
zadanou pravděpodobnost́ı (např́ıklad 95%). Přesnost takového odhadu je pak dán š́ı̌rkou
tohoto intervalu.

Definice 6.1. Necht’ X “ pX1, ..., Xnq „ P P P na pΩ,Aq, označme θ “ θpPq P Θ Ă R1

funkcionál na P, resp. θ P Θ Ă Rk. Označ́ıme BΘ systém borelovských podmnožin Θ a zvoĺıme
č́ıslo α P p0, 1q. Pak CpXq P BΘ se nazývá konfidenčńı množina (CM1´α) pro θ na hladině
p1´ αq, pokud

inf
PPP

P
`

θ P CpXq
˘

ě 1´ α.

Č́ıslo inf
PPP

P
`

θ P CpXq
˘

se pak nazývá konfidenčńı koeficient (koeficient spolehlivosti). Po-

kud speciálně CpXq “
“

θpXq, θpXq
‰

Ă Θ, nazveme ji konfidenčńı interval pCI1´αq (interval
spolehlivosti) na hladině 1´ α.

6.1 Konstukce CM1´α pomoćı pivot̊u (PQ)

Definice 6.2. Borelovsky měřitelná funkce RpX, θq se nazývá pivotálńı veličina (pivot) (PQ)
pro parametr θ, pokud rozděleńı RpX, θq nezáviśı na volbě P P P.

Metoda konstrukce CM1´α pro θ:

1) Nalezneme vhodnou pivotálńı veličinu RpX, θq, pokud taková existuje.

2) Voĺıme pevně P P P a najdeme konstanty c1, c2 takové, že plat́ı

P
`

c1 ď RpX, θq ď c2

˘

ě 1´ α, př́ıpadně P
`

c1 ď RpX, θq ď c2

˘

“ 1´ α.

3) Pak CpXq “
!

θ P Θ : c1 ď RpX, θq ď c2

)

je CM1´α.

Problémy konstrukce CpXq:

a) existence alespoň jednoho pivotu RpX, θq,

b) existence mnoha r̊uzných RpX, θq: tedy nev́ıme, kterou z nich v konstrukci CpXq použ́ıt,
tzn. která poskytuje nejmenš́ı středńı objem/délku CpXq,

c) volba c1, c2: kritériem může být např́ıklad α{2-symetrie, tzn. volba c1, c2 tak, aby
P
`

RpX, θq ą c2

˘

“ α
2 a P

`

RpX, θq ă c1

˘

“ α
2 .
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6 Konfidenčńı množiny, Intervaly spolehlivosti

d) výpočet CpXq ze soustavy nerovnic c1 ď RpX, θq ď c2: pokud je RpX, θq např. ryze

rostoućı v proměnné θ P R1, pak CpXq “
!

θ : R´1pc1,Xq ď θ ď R´1pc2,Xq
)

. Podobně

pro funkci RpX, θq regulárńı a prostou vzhledem k θ P Rk.

6.2 Konstrukce CM1´α pomoćı TSH φα

Definice 6.3. Necht’ φpxq je test hypotézy H0 vs. H1. Pak množinu ApH0q “ tx : φpxq ă 1u
nazýváme př́ıpustná oblast testu φ (ozn. AR - acceptance region). Speciálně pro test
H0 : θ “ θ0 označ́ıme př́ıpustnou oblast AR jako Apθ0q.

Mějme nyńı náš statistický model P P P, parametr zájmu θ “ θpPq a náhodný výběr
X1, ..., Xn iid Pθ.

Metoda konstrukce CM1´α pro θ:

1. Voĺıme θ0 P Θ libovolně pevně.

2. Testujeme H0 : θ “ θ0 na hladině významnosti α. Př́ıslušný test označ́ıme φα, resp. Wα

pro př́ıpad neznáhodněného testu.

3. Vyjádř́ıme Apθ0q pro test φα, resp. Wα, při libovolném θ0 P Θ. T́ım źıskáme Apθq pro @θ P
Θ.

4. Pak CpXq “ tθ P Θ : X P Apθqu je CM1´α pro θ. Nav́ıc, pokud je test φα neznáhodněný
a je na hladině α, βφαpθ0q “ α pro @θ0 P Θ, pak uvedená CpXq je CM1´α s konfidenčńım
koeficientem rovným p1´ αq.

6.3 Asymptotické konfidenčńı množiny

Definice 6.4. Mějme P P P na pΩ,Aq, θ “ θpPq P Θ Ă R1, resp. Θ Ă Rk a BΘ Borelovské.
Mějme X1, ..., Xn „ P P P a α P p0, 1q. Pak CpXq P BΘ se nazývá asymptotická CM1´α,
ozn ACM1´α, pokud pro

@P P P, lim
nÑ`8

P
`

θ P CpXq
˘

ě 1´ α.

Metody konstrukce:

I) Najdeme takovou vhodnou náhodnou veličinu RnpX, θq, která je asymptoticky pi-
votálńı veličinou (ozn. APQ), tzn. jej́ı limitńı rozděleńı nezáviśı na P P P:

RnpX, θq
D
Ñ G, kde G nezáviśı na P P P.

Toto limitńı G použijeme pro konstrukci ACM1´α stejně jako v př́ıpadě neasympto-
tických CM1´α (viz sekce 6.1).

II) Stejně jako v sekci 6.2, pro konstrukci ACM1´α použijeme př́ıpustnou oblast Apθ0q

založenou na asymptotickém testu φα dosahuj́ıćım asymptotické hladiny α pro testováńı
H0 : θ “ θ0. Tedy CpXq “ tθ P Θ : X P Apθqu, kde Apθq je AR asymptotického testu
φα, je ACM1´α pro parametr θ.
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