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Predmluva

Material byl sestaven z prednéasek Ing. Vaclava Kuase Ph.D., které probéhly v zimnim semestru
akademického roku 2019/2020 na Fakulté jaderné a fyzikélné inzenyrské CVUT v Praze.
Tento ucebni text je uréen poslucha¢tim 3. roéniku zdkladniho studia navstévujicim kurs
01MIP Mira a pravdépodobnost, ktery je zafazen mezi predméty obort AMSM a MM. P
sestavovani textu se predpokladaly znalosti zdkladi matematiky na drovni absolvovani kurzi

01MAB2-4 a LAB1-2.
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1 Axiomy pravdépodobnostniho prostoru

Véta 1.1. Definujeme zdkladni operace:

1. A¢ je komplementdrni jev (opacngj A), we A° & w ¢ A
Ac B, (weA = weB)
A=B,(AcB)A(BcA)
A n B, jev, kdy A a B nastane soucasné
An B =0, rikime, Ze A,B jsou neslucitelné(disjunktni)
A—B=AnB°

NS v o e

A U B oznacuge jev, kdy nastivd A nebo B (we A v B, pokudwe AvweB)
+0 +0

pro neslucitelné A, B znacime A + B, pro disjunktni A; ddle | ) A; = >, A;j
j=1

7j=1
8. ANB=(A—DB)+(B—A)
9. AnA=0, AUA°=Q, AnQ=A, An( =1

Plati tedy komutativita, distribuce, asociace apod.

Definice 1.2. Bud Q zékladn{ mnozina. Nechf déle A < 2 spliuje nasledujici axiomy:

1) Qe A
2) VAe A = A‘e A

400
3) (A]);_giC.A = U AjGA
7=1

Potom A nazveme o-algebrou (jevil). Pokud plati

3%) (A0, A = |J Aje A,
j=1

pak A nazveme algebra.
Véta 1.3. Necht A je o-algebra a Q zdkladni mnoZina. Potom plati, Ze
1) De A,
2) ABeA = A—BeA,

5)) G AjE.A VA]'E.A,
j=1

J



1 Axiomy pravdépodobnostniho prostoru

4) (A])+OO cA = HOAJ'E.A,

=1
J j=1

5) ﬁAjEA VA]'E.A.
j=1

Definice 1.4. Mgjme ., A jako o-algebru. Potom libovolnou funkci P : A — R spliiujici
axiomy

K1) P(Q) = 1
K2) (VA e A)(P(A) = 0)

+o0 +00
K3) (o-aditivita): P( )y Aj) = 3 P(4)) V(4;)}% < A disjunkini
j=1 j=1

nazveme pravdépodobnostni mirou (pravdépodobnosti) na (£2,.4). Pokud neni splnéna
pouze podminka K1), potom ji nazveme mirou obecnou a zna¢ime p.

Véta 1.5. Méjme (2, A, P). Potom pro pravdépodobnostni miru plati
1. P =0

n n
2. P(Z Aj> = > P(Aj) pro A; disjunktni (aditivita P)
j=1 j=1

Ac B = P(A) <P(B) (monotonie P)

Ac B = P(B-A)=P(B)-P(4)

AR N

(VAe A)(P(A) < 1) (omezend, normovand na 1)
6. (VAe A)(P(A°) =1—P(A)) (komplementarita)
Véta 1.6. Méjme (2, A, P). Pak plati, Ze
1. P(AUB)=P(A) + P(B)~P(AnB) VYA,Be A

2. Booleova nerovnost:

n,+00 n,+o0
P(U 4)< Y Py )" ca
1 j=1

Jj=

Véta 1.7. Méjme (Q, A, P). Potom pokud

+00
a) A, \, A (tzn. Ao A, A= An), pak Tim P(Ay) = P(A) (P je spojitd shora)

+o0
b) A, /A (tzn. A Au, A= U An), pak Tim P(Ay) = P(A) (P je spojild zdola)
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Definice 1.8. Necht A, B € A, P(B) > 0. Potom definujeme

P(An B)

P(A|B) := B(B)

jako podminénou pravdépodobnost jevu A za predpokladu jevu B.

Véta 1.9 (Soucinové pravidlo). Necht Ay, ..., A, € A a zdroveri P(Ay n ... n Ay—1) > 0.
Potom
P(Al N ..M An) = P(Al) (AQ’Al) (A3|A2,A1> (An|A1, ...,An_l)

Véta 1.10 (O tplném rozkladu). Necht (H ) “ tvort tzv. dplng rozklad Q, tzn. Hj, jsou

k

+
navzdjem neslucitelné, ddle P(Hy) > 0, P( Z ) =1 (nemusi zahrnovat mnoziny s nulo-
vou pravdépodobnosti), A€ A. Potom

+

Z (A|Hy)P(Hy)

Véta 1.11 (Bayesova,1763). Méjme (Hy)p '\ jako dplng rozklad Q, A € A, P(A) > 0.
Potom Yk € N plati, Ze
P(A|Hy,)P (Hy)

n,+00

2. P(A[H;)P(H;)

j=1

P(Hy|A) =

Definice 1.12. Necht C je systém jevi z A (A-méfitelné mnoziny). Pak ifkdme, Ze jevy v C

jsou (vzdjemné) nezavislé, pokud Vk € N, V(Aj)é?:l c C plati, ze

k k
P((4) =TTPy)
j=1 j=1
Véta 1.13. Pokud A, B jsou neslucitelné jevy, pak A, B jsou nezdvislé < P(A)P(B) = 0.

Véta 1.14. Méjme A, B € A tak, Ze P(B) = 0 nebo P(B) = 1. Potom A,B jsou nezdvislé
Jjevy.

Véta 1.15. A, B € A jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz A, B¢ jsou nezdvislé.

Dusledek 1.16. V C lze zaménit jevy za komplementdrni jevy a nezdvilost zustane v platnosti.
Véta 1.17. Pokud A, B jsou nezdvislé a P(B) > 0, tak P(A|B) = P(A).

Véta 1.18. Méjme A,Be A, P(B) >0, P(A|B) = P(A). Pak A,B jsou nezdvislé.

Definice 1.19. Mé&jme C; a Cy jako soubory jevi. Rikdme, ze Ci,Co jsou nezavislé, pokud
VA e Cy, VB € Cy jsou A,B nezavislé. (C; )?Jrl jsou nezévislé, pokud Vk € N, Vi € k, VA; €Cj,
plati, ze A;,,..., Aj, jsou nezdvislé.

Definice 1.20. Méjme (2, 4, P), (4,)% < A. Definujeme

limsup 4,, = nlirfm U Ay = ﬂ U Ay = {A,, i.o. (infinitely often)}

n=>+00 k>n n=1k>n
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Véta 1.21 (Borel-Cantelliho lemma). Bud (A,)n>1 € A.
+00

a) Pokud Y, P(A,) < 400, pak P({4, i.0.}) =0.
n=1

b) Pokud (Ay)!% jsou stochasticky nezdvislé, pak

2 P(A4,) = 40 = P({4, io}) =1



2 Vsuvka do teorie miry

Definice 2.1. Necht 7 # ) je libovolny systém z 2. Definujeme o(7) = [ Aq, kde A, jsou
(0%

o-algebry takové, ze T < A,. Mnozinu o(7) nazyvame minimdlni o-algebrou nad systémem
T.

n
Definice 2.2. Méjme Q = R™ a definujme 7 := { X (as,b;) : a;, b; € R}. Potom o (1) 2= B,
i=1

i
kde B,, nazveme borelovska o-algebra v R"™. Na prostoru (£2,7), kde 7 je topologie, pak
definujeme o(7) = B.

Definice 2.3. Funkce g : 2 — R” se nazyvé A-méfitelnd, pokud (VB € B,)(¢g~*(B) € A).
Pokud A je borelovskd o-algebra, potom g nazyvame borelovsky méritelnou funkei.

Definice 2.4. Mé&jme funkei X : (2, 4) — (R", B,,). Potom X se nazyvd ndhodnou veli¢inou
(A-méfitelnou funkef) na (2, A), pokud (VB € B,,)(X71(B) € A).

Pokud A je borelovska o-algebra, pak X jako ndhodn4 veli¢ina (n.v.) je borelovsky méfitelnou
funkci.

Véta 2.5. Necht ) # 7 < 28 a 1 generuje B, tedy o(t) = B. Potom
X je n.v. < (VBer) (X*l(B) e A).

Definice 2.6. Necht X: (Q, 4) — (R", B,,). Oznacime déle X~ '(B,,) = {X"Y(B): Be B,} a
nazveme ji c-algebra generovana ndhodnou velicinou X, tedy
Xje nw. <X 1(B,)c A z X~1(7) = A pro libovolné 7 # (), které generuje B,,.

Véta 2.7. VR! definujeme ndsledugjici systémy:
:be R}

]

92) 79 = {(~o0,b) : be R}
):beR}
)

:be R}

6) 76 = {A <R : A oteviend}.

Pak (Vj € 6)(a(1;) = B).

Diisledek 2.8. X je n.v. na (2, 4) < (¥b e R)(X~((—0,b]) = fw: X(w) < b} € A) <
< (Ya,beR, o <b)({w:a< X(w) <b}eA)
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Definice 2.9. Méjme (Q, A), A c 2. Definujeme funkci

1 €A
IA(w):{O :“, vAe A

jako indikator A.
Véta 2.10. I4 je ndhodnd veli¢ina < Ae A (jev A).

Véta 2.11. Necht X : (Q,A4) — (R™,B,,) je ndhodnd veli¢ina a g : R" — R je borelovsky
méritelnd funkce. Pak g(X) = g o X je ndhodnd velic¢ina na (Q, A).

Disledek 2.12. Necht X,Y jsou ndhodné velic¢iny na (2, A). Pak libovolnd spojitd funkce
9(X,Y) je ndhodnd velicina.
Véta 2.13. Méjme ndahodné veliciny (X, )n=1 na (2, A). Pak

1. sup X,, Tilr;len,

n=1

2. limsup X,,, liminf X,

n—+00 n—+0

ozn

X (pokud limita existuje),

3. lim X,
n—+00
jsou ndhodné veliciny.
Definice 2.14. Necht X je ndhodn4 veli¢ina na (Q,.4) — (R", B,,). Definujeme rozdéleni
nihodné veli¢iny X, oznaéime P¥ = Po X~ : B — R. Platf, ze

PX(B) =PoX (B) = P({w: X(w) € B}) == P(X € B).

Definice 2.15. Mé&jme ndhodné veli¢iny (Xj)ji“i na (Q, A, P) zobrazujici do (R, B). Rikdme,
ze (XJ);;OO1 jsou (stochasticky) nezdavislé, pokud (Xj_l([)’)> . jsou nezavislé, tzn. VB, € B
Jj=

plati, ze (X;l(Bj)> jsou nezavislé.
=1
Véta 2.16. Necht X,Y jsou ndhodné veliciny na (2, A, P). Pak X,Y jsou nezdvislé <>
< Vf,g: R — R borelovsky méritelné jsou f(X) a g(Y') nezdvislé ndhodné velic¢iny.
Disledek 2.17. Necht (X;)/2 jsou nezdvislé ndhodné veliciny na (Q,A,P) a (g;);2] je
borelovsky méritelnd transformace. Pak (gj(Xj));rfl jsou nezdvislé.
—

Yj

Disledek 2.18. Pokud navic (¥j = 1)(g; = g) a necht X; ~PX a (X;);27 jsou nezdvislé.

~~

i.d.

S

Pak (g(Xj));;oi jsou nezdvislé.
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Definice 2.19. Necht X = (X7, ..., X;;) je ndhodn4 veli¢ina na (€2, A, P) s rozdélenim
P¥ = P o X~ 1. Pak definujeme distribuéni funkci ndhodné velic¢iny X

n
Fx := P*/m,, kde 71, = { X (—0, 2] : 7; € R}
i=1
s funkénimi hodnotami

n
Fy(x) = PX( X (—oo,xd) = P(X < x) 22 P(X) < 1, Xo < 22,y Xpo < )
=1

Pro R! tedy Fy(z) = PX((—0,2]) = Po X ((—w,2]) = P({w: X(w) < z}) = P(X < z)
a nazyvame ji kumulativni distribuéni funkci (CDF).

Véta 2.20 (Monotonne class theorem, MCT). Mdme Q € 1, T < 22 tak, ze T je uzaviensy
na konecné pruniky. Pak o(1) = C, kde C je nejmensi o-algebra, kterd splnuje

1. tcC

2. C je uzavieny na rozdily, tzn. (A, BeC, Ac B) = B-AeC

+0
3. C je uzavreny na limitu zdola, tzn. ((A])jfi €C, AjcAj, A= Aj> = AeC
i=1

Véta 2.21. Méjme (2, A), 7 < A tak, Ze je uzavieny na pruniky a generuje A, tedy o(1) = A.
Necht P, Q jsou dvé pravdépodobnostni miry na (Q, A). Pokud P = Q na 7, pak P = Q na A.

Véta 2.22. Mdme ndhodnou veli¢inu X : @ — R™ na (Q, A, P) s rozdélenim P*. Pak Fx
jednoznacné charakterizuje PX. (Znacime jako X ~ PX, pipadné X ~ Fy)

Dusledek 2.23. Necht P je pravdépodobnostni mira na ™ < 2% a 7 je algebra. Pak 31 rozsirent
P z7 nao(r).

Véta 2.24. Bud X ~ P* (X ~ Fx). Pak
D1) Fx je monotonni v kazdé své promeénné. (x = (1, ...,2y))
D2) Fx je zprava spojitd v kazdé své proménné.

D3) a) leininx(w) = Fx_x;(z— xj), kde

. : ~ n—1
x—xj = (21,....,Tj-1,Tj41,....,n) Vjen, Ve—z;eR

b) lim Fx(x)=0 (limita pres libovolnou slozku xj, Vj € n)
.Z’j—>—OO
c) 1inJ} Fx(z) =1 (limita pres vSechny slozky najednou)
ZTj—> 0
Vjen

Dausledek 2.25. (X]);;OO1 jsou nezdvislé, pokud Yk € N, Y(B;,)¥_| € B plati, ze

k k

k
P(le € Bj,,..., X}, € Bjk) = HP(in € Bji) = HPin (sz‘) = PX( X Bji)
i=1 =1 =1
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Definice 2.26. Méjme Fx(x). Pak pro Vjy € 7 definujeme marginalni distribuéni funkci
slozky X, vztahem Fx, (zj) = lim Fx(x).

T;—>+00
Vj#jo

Véta 2.27. V definici nezdvislé ndhodné veliciny lze zaménit B za libovolny systém T < 2%,
ktery je uzavieny na koneéné pruniky a o(t) = B.

Disledek 2.28. .
Ndhodné veliciny (XJ);LOO1 jsou nezdvislé < (Vn e N)(Vaxe R") (Fx(x) = |]Fx, (@))
=1

Véta 2.29. Méjme F : RY — R spliugici vlastnosti D1) az D3). Pak F je distribucéni funkci
néjaké jednoznacné zadané ndhodné veliciny Xp s rozdélenim PX (tedy Fx = F).

Dausledek 2.30. Teorie miry: Pokud F spliiuje D1 (monotonnost) a D2 (spojitost zprava),
pak 31up generovand funkci F' tak, Ze p((a,b]) = F(b) — F(a), Ya < b. Takto mizeme vytvorit
Lebesgue-Stieltjesovu miru pp. Pokud pu((a,b]) = b —a, Ya < b, potom tuto miru nazveme
Lebesgueovou mirou (linedrni).

Véta 2.31. Méjme X ~ PX (Fy). Pak Fx md nejvijse spocetné mnoho skokii.

Definice 2.32. Nechf X je ndhodna veli¢ina s rozdélenim PX. X se nazyva diskrétni
nahodna veli¢ina, pokud je Ran(X) = {x1, z2, ..., Ty, ...} nejvyse spocetnd a predpokladdme,
ze X '({x1, 32, ..., Tn, ...}) = Q. Znacime (Vk € i, +30) (pr, = P(X = ay)). Definujeme

Pr T =T L —

T) = Vk e n,+o0
Jx(@) {0 T # Xy

jako diskrétni hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X (frekvenc¢ni funkei).

Definice 2.33. X = (X,Y’) ndhodn4 veli¢ina s DR. Pak definujeme podminénou hustotu
pravdépodobnosti X za podminky Y=y pfedpisem

_ foxyy (T, y)

fX|Y(5U|y) = fX\Y:y(ﬂf) Ay

pokud y € Ran(Y) a fy(y) > 0.
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7=1

+o0
Definice 3.1. Mira A je o-finitni (0-koneénd), pokud 3(B;)7% € B, tak, ze (U B; = R")
7=1

a (Vj € N)(A(Bj) < +0).
Definice 3.2. Pro miry v, A definujeme
v« X e (Ve>0)(35>0)(VBeB,)(MB)<d = v(B)<e),

tedy pro v konecnou je v « X ekvivalentni s (VB € B)(A(B) =0 = v(B) = 0) a ifkdme, ze
A dominuje v.

Véta 3.3 (o absolutné spojitém integralu). Méjme borelovskou funkci f = 0, f € LYH(R™, By, \)
a definujeme

v(B) = J fdA, kde X je o-konecnd.
B

Pak v < X, tedy plati, Ze (Ve > 0)(36 > 0)(VB € B,)(A(B) <0 = {5 fdX <e).

Disledek 3.4 (spojeni). Necht \ je o-finitni. Potom v « X = 31f > 0 borelovskd tak, Ze

(VB € B,)(1(B) = fB N

Lemma 3.5 (Lebesgueova dekompozice koneéné miry). Méjme konecéné miry v, \.
Potom 3f = 0 borelovskd a 3C € By, tak, z2e \(C) =0 a v(B) = {5 fdAA+v(Bn C).

Véta 3.6 (Radon-Nikodym). Nechtf v a A\ jsou dvé miry na (R™,B,), X je o-finitni a v je
absolutné spojitd vzhledem k mire X (v < A).

Potom 3f =2 0, f:R™ — R, borelovsky méritelnd funkce tak, zZe (VB € Bn)(y(B) ={z fd)\).
Navic f je jednoznacénd skoro vsude v A a nazyjvd se Radon-Nikodymova derivace miry v
vzhledem k X, ozn. f = S—K.

Definice 3.7. Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X ~ PX m4 ASR), (absolutné spojité rozdéleni

vzhledem k )), pokud P* « X, kde X je o-konec¢nd, a pokud existuje pravé jedna fx : R” —

RS takovd, ze P(X € B) = PX(B) = { fxd\ VB € B,. Funkei fx nazyviame hustotou
B

pravdépodobnosti (pdf/PDF) ndhodné veli¢iny X.

Véta 3.8. Necht X ~ PX a \ je o-konecnd. Pak

T1 Tn
PX « X\ (X md ASRy) < (31fx = 0 borelovskd)(Vx € R”)(Fx(m) = J J fX(t)dt>.
—Q0

—00
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Véta 3.9. Méjme X ~ PX s ASRy (X - Lebesgue) (zapisujeme X ~ fx), ozn.
X = (Xl, --~;Xj—17Xj+1; 7Xn) Pak X' md ASR a platz’, ze

+a0
(@) = J fx(z)dw; Vo e R™!

Véta 3.10. Méjme X ~ PX s ASR (fx). Pak

n
X1, ..., Xy, jsou stochasticky nezdvislé < fx(x) = H fx;(xzj) VzeR™
j=1

Definice 3.11. Necht (X,Y) je ndhodnd veli¢cina s ASR (f(x,y))- Definujeme podminénou
hustotu ndhodné veliciny X za piedpokladu Y =y pro pevné y € Ran(Y) tak, ze fy(y) # 0,

vztahem

Fxpy (xly) = fxf;(é’)y) Vr eR.

Véta 3.12. Méjme ndhodnou velicinu X = (X1, ..., Xy) ~ fx (ASR) a necht g : R™ — R™ je
borelovsky méritelnd funkce. Definujeme ddle Y = g(X). Pak

fy(y) = 6ylanj9ym f fx(x)de, By:={z:g(x) <y}eb.
By

Véta 3.13. Méjme X ~ fx (ASR) a g : R" — R"™ borelovskou tak, Ze g je na (éastech) B;
. k
requldrni a prostd Vi € k. Necht B; = R™ jsou oteviené a disjunktni a G := Y, B; je takové,

i=1
ze | fxdxz =1, tedy PX(G) = 1. Pak Y = g(X) md ASR a plati pro néj, ze
G

> el () 1,1 0)] 9@,

jinde,

fy(y) =

kde 92'_1 jsou funkce inverzni k g na B; pro Vi € k.

Dusledek 3.14.

a) Mégme specidini pripad n = 1, X ~ fx (ASR), g ryze monotonni, 3g' € C', ¢’ # 0 na B;
Vi € k (disjunktni intervaly). Pak

k
Y = g(X) md ASR a  fy(y) =) fo(9; ' (0)) !

———————  (derivace inverzni funkce)
= 939" ()]

b) k=1: fy(y) = fx(g7"(¥) I~ (y)] Vyeg(G)

10
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c) Méme g : R* — R, y; = g(x1,...,2,) tak, Ze lze jednoznacné vyjddrit x1 pomoci vy
a (2,...,xn). Oznacéme 1 = h(y1, @ ) = h(y), y2 = T2, Y3 = T3, ..., Yo = Tp @

predpoklddejme, Ze 3%(1}) spojitd a nenulovd. Tim jsme definovali g : R™ — R™ (prostou):

b oh
.= on -
Jg 1 0 I, 0 # 0.
fY(y) = fX(g_l(y)) ‘Jgfl(y)‘ = fX(h(yla o )73/2, --~;yn> oh (yl;yQa 73/71) =
e oY1

=Y2,--,Yn

oh

ayl(y)‘ = fY1(y1):ffY(y)dy2--‘dyn

= fX(h(y)v Y2, 7yn)

ASR U=X+Y

c2) Oznacme X1 =X, Xo =Y, (X,Y) X" fixy). Trasformace V_y : R? - R?

u=x+y, u:R2 >R = z=u—y=:huy = S—Zzl

fuo(u,v) = fxy(uw—o,v)-1
4o 4w
fx+y(u) = fu(u) = f fxy(u—wv,v)dv = J fx(u—v)fy(v)dv = fx * fy

c3) Méjme (X,Y) ~ fxy a oznaéme U = X -Y

:L’:Z=Z=:h(u,v):gzzv7v;«é0
+00 1 ‘ +00 1
frox() = fow) = [ o (Fo)do 2 [ (2) frwan

Definice 3.15. Rekneme, ze X ~ U(a, b), a < b, ma uniformni rozdéleni na intervalu
(a,b), pokud fx(z) = 72, z € /a,b/. (je jedno o které zavorky se jedna)

Definice 3.16. Méjme X ~ U(G) (uniformni rozdéleni), kde G < R™ a A(G) < +oo. Pak
+00
definujeme fx(x) := ﬁ na G. (| fxd\ = Sﬁd)\ =1)
G

—00

Definice 3.17 (Gaussovo rozdéleni). Definujeme Gaussovo rozdéleni, ozn. X ~ N(u,0?),
(n € R, o > 0), pomoci vztahu

1 1 2
Ix(z) = e 2@ 2 eR, peR, w?>2
V2mo?
1 x
Fx(z) = V2ra? J e 2T At Fx(+o0) = 1
o

11



3 Spojita rozdéleni

Definice 3.18. Gaussovo rozdéleni proo =1a pu=0 (X ~ N(0, 1)) oznacujeme

1 <2
) = e 2,
p(z) T
1 r 2
d(z) (= — e 2 dt.
( ) V2T f
—00

Véta 3.19. 1. N(u,0?) je symetrické rozdéleni okolo p, N(0,1) je symetrické okolo 0
2. &(x)=1—P(—z), VYVxeR

3. fN(,u,,o2)(x> = %90 (x;iu)

z—p
x o
1 — L (t—p)? t—pu 1 w2 T — U
S2 \bTH = =y = —— =
FN(p,02)(7) 52 je 2 dt ‘ - U NGT: e 2du=9%o -
—00 —00

_ _ b—p a—pN g ¢ 2
y P(a<X<b)_FX(b)—FX()_<1>( . )—cb( ~ )_ﬁr§e > Az
d c
5. X ~N(u,0%?) = aX +b~N(ap+b,a%0?), a #0
Y
g:y=ax+5b
1 1_(y=b_ )2
fr() = fx (g @ )] = | g7t ie =222 = e G
al /2
It =1 | Ve
1 ( - b)
1 2
_ — sz (y—(ap + O N(y. o2
/

7.
0.6827 k=1
keN X —p 0.9545 k=2

P(u—ko < X < pt+ko) = P(—k < <k)=®(k)—(—k) = —1+20(k) =
ko wtko) ( ) (®) H(,—z (k) 0.9973 k=3

{q
0
A
=

N(0,1)

Véta 3.20 (Reprodukce). Méjme (X;)7 ~ N(,uj,ajz) nezdvislé (id), a = (a;)j_; # 0. Pak

n n n
Z a; X; ~N (Z ajfij, Z a?a?)
j=1 j=1 Jj=1

12



3 Spojita rozdéleni
Definice 3.21. Rikdme, 7ze X mé rozdéleni z exponencialni tiidy, pokud
X ~ f(x) = h(x)c(0)eR®TE = yx e R", © e RF, kde
1. h:R" > R{,

2. ¢(©) € RT je normovaci konstanta, c¢(©) = { he@®Tdx < +oo
R’I’L

3. Q:RF S RF, T:R* > RF, k<n

3.1 Neintegralni charakteristiky

Definice 3.22. Méjme X ~ fx. Potom definujeme médy fx jako {z | fx(x) ma v x max}.

Definice 3.23. X m4 symetrické rozdéleni okolo 0, pokud X ~ P¥X & —X ~ PX,
X méa symetrické rozdéleni okolo a, pokud X — a ma symetrické rozdéleni okolo 0.

Definice 3.24. X ~ Fx(= P¥X /7). Definujeme a-kvantil rozdéleni Fx jako
zq = inf{z : Fx(z) = a} pro Va € [0,1].

Definice 3.25. Necht X ~ PX(Fx) a a € (0,1). Potom a-kvantil z, = inf{z : Fx(z) > a}.
Definujeme nasledujici vyrazy:

L. w1/, - medidn (X ~ fx ASR)

2. w4 a w34 - kvartily

3. (w34 — 71/4) - interkvartilové rozpéti
4. x4 100% - percentil

Véta 3.26. Necht X ~ Fyx je symetrickd okolo a € R a ostre roste. Pak
To = 2a — T1—o Ya€ (0,1). Specidlné pro a = 0 tedy plati, Ze xo = —x1—q. (0br. 77)

Definice 3.27. Méjme X ~ Fx. Pro Vt € (0,1) je definovana kvantilova funkce jako
FX(t) := inf{z : Fx(x) > t},

ozn. také Fy nebo Fy' (zobecnénd inverzn{ funkce).

3.2 Integralni charakteristiky
k
Definice 3.28. Méjme ({2, A, P) a A o-finitni. Pak funkei ¥(w) := }; a;la;(w), kde
j=1
Vje l%, Aj e A, a; € R, nazgvame simple function (jednoducha funkce). Definujeme déle

1.
k
fsodpA =) a;P(4)).

Q j=1

13



3 Spojita rozdéleni

2. X > 0 je ndhodn4 velicina. Pak definujeme § XdP = sup{§ #dP : ¥ simple, 0 < ¥ < X}
Q Q
(3,209, > X a {XdP= lim {%¥,dP,]
Q n—+0o0 Q

3. X je libovolnd ndhodnd velicina. Pak definujeme {XdP = {X*dP — [ X dP za
Q Q Q

predpokladu konecnosti alespon jednoho integralu. Oznacme dale

EX = fXdP = JX(w)dP(w) = JXP(dw)
Q Q Q

jako stfedni hodnotu. (angl. expected value).
4. Pro X: Q — R” jako ndhodnou veli¢inu definujeme EX = (EX1,...,EX},).

5. A€ A definujeme { XdP = { XTI,dP, specidlné pro X =1 pak
A Q

jmm = P,\(A) = J}IAdP,\ = E(I)
A Q

Definice 3.29. Oznacme .27 = {X n.vel. na (2, 4,P) : |[EX| < 40} = A(Q,A,P).

Véta 3.30. 4 je vektorovy prostor a E je linedrni funkciondl na £y, “tzn.”

E(Zn] anj) = Zn: o EX;.
j=1 j=1

Véta 3.31. X e L < |X|ed o |EX|<EX]
Dausledek 3.32. % (2, A,P) = kaZdd omezend ndhodnd velicina je integrovatelnd.

Véta 3.33. Méjme X,Y ndhodné veliciny na (2, A, P) tak, ¢ EX, EY existuji a necht
P(X =Y) = 1. PakEX = EY.
—
A

Definice 3.34. (2, A,P). Pak N c  se nazyvd nulovaA mnozina (pro P), pokud 34 € A,
N c A a plati, ze P(A) = 0. Definujme nyni

N ={N c Q: N je nulovd vzhledem k P}.

Potom fekneme, ze néjakd vlastnost V plati skoro jisté na P (s.j. P), pokud IN € N tak,
ze tato vlastnost V plati na Q\N.

Definice 3.35. (€, A, P). Definujeme A = AUN := {AUN : Ae A, N € N} jako ziplnéni
o-algebry A.

Definujeme dale P tak, ze P(A U N) = P(A), VAe A, VN € N jako rozsifeni P z A na A.
(Q,AP) - (Q,A4,P):

A=0eA = P(N)=P(AUN)=P(0UN)=P()) =0, YNeN

Véta 3.36. Méjme X,Y tak, e EX, EY ewistuje a necht X =Y s.j. P. Pak EX = EY.

14



3 Spojita rozdéleni

Definice 3.37. X =Y s.j. P je relaci ekvivalence X ~ Y. Vezméme nyni .2} a definujme
Li(,A4,P) := £A/.. Pro T € Ly (T je tiida ekvivalence) definujeme E(T) = E(X), kde
X € T. Déle definujeme na L; normu | X |}, :=E|X]|. (na £ je to pseudonorma)

Definice 3.38. L1(f, A, P) je linedrn{ normovany prostor s normou | ||, Rikéme, 7e

Xn L X, pokud [ X, — X|, — 0. (L1 je Banachiv prostor)

Véta 3.39.

a) X <Y sj. = EX <EY (za predpokladu existence).

b)) X >0sj.P = EX >0

Véta 3.40 (MCT - Monotone Convergence Theorem). Méjme (2, A,Py)), X, =20 s.5. P a
X, /X s.5. P. Pak EX,, - EX.

Véta 3.41 (LDCT - Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem). Méjme (2, A, Py),
Xn—>XsjPalX,| <Y s P, kdeY e A. Pak X, € 4, X € X1 a EX,, - EX.

Véta 3.42 (Beppo-Levi). Necht (X,,)}% jsou ndhodné veliciny na (2, A, P) tak, e

+00 +0 o +00 +0
3, E|Xy| < +00. Pak Y, X, < 40 5. P, X\ X, € £ aE(z Xn> = 3 EX,.
~—— n=1 n=1

n=1 n=1 n=1

1Xnl, & —
Y

Véta 3.43 (Markovova nerovnost). Méjme X € £ na (2, A, P). Pak (Ve > 0) (P(|X| >¢) < %)

Véta 3.44 (Jensensenova nerovnost). Méjme X € £, ® : R — R konvezni na intervalu 7
tak, ze P(X € Z) = PX(Z) = 1. Pokud ®(X) € .4, pak E[®(X)] = ®(EX).
Diisledek 3.45. ®(t) =2 = E(X?) > (EX)?
n n
Definice 3.46. Méjme (25, A;,P;) Vj € n. Definujme X A; := { X A; : A; € A;}. Déle pak
j=1 j=1
n
definujeme ) A; = of

Aj) a & P; predpisem pro jeji funkéni hodnoty na generujicim
J=1 J '

n n

n
systému X A; jako
j=1

a nazyvame ji soucinova mira.
Veéta 3.47. Soucinovd mira existuje, je jednoznacnd a je to pravdépodobnostni mira.
Véta 3.48. Méjme (X;)_ ndhodné veliciny na (2, A,P) a X ~ PX. Pak (X;)5_y jsou
nezdvislé < PX = (;)1 PXi.

j=
Véta 3.49 (Tonelli-Fubini). Méjme (Q1, A1, P1), (2, 42,P3) a necht X : Q1 x Q2 — R je
ndahodnou veli¢inou na (1 x Qa, A1 Q) Az). Pak

EP1®Pz(x) = gP2 [EP1 (X)] za predpokladu ewistence EP1®Pz(x).

15



3 Spojita rozdéleni

Véta 3.50. Necht X = 0 je jednorozmérnd ndhodnd veli¢ina na (2, A, P). Pak

EX = | (1 -Fx(z))d.
|

Véta 3.51. Necht X <0 je jednorozmérnd ndhodnd veli¢ina na (2, A, P). Pak
0
EX =— J Fx(z)dx
—Q0

Disledek 3.52. Bud X libovolnd ndhodnd veli¢ina. Pak

X EX =EX*—EX™ = | (1-Fx(z))dz—
_— |

0
15 1 05 0 05 1 15

za, predpokladu konecénosti jednoho z integrdli.

Fx(z)dz

Véta 3.53 (VPI - Véta o pienosu integrace). Necht X ~ PX je ndhodnd veli¢ina, g : R™ — R
je borelovsky méritelnd. Pak

Jg oX dP = fg(a:)d(P o XY za predpokladu existence alespori jednoho integrdlu.
Q R p¥
Navic pokud X ma ASR)y s fx (fx = %), pak

Jg o XdP = Jg(w)fx(:c)d)\, pokud g(X) € 4.
Q R

V pripade, Ze X md diskrétni rozdélent, tzn. P(X = xy,) = pg, pak

Jgoxap = Ng@m. = [ lolfuloldpe, bde pefam) =1 vEeR.
k

Q R
Véta 3.54. Necht (Xj)jgi je posloupnost nezdvislych nahodnijch velic¢in na (2, A, P),
Xj € fl. Pak
n n
B[[]%]=T1Ex; vneN
j=1 j=1
——
Y=g(X)

Definice 3.55.

ozn

1. %(9Q,A,P) = {X ndhodn4 veli¢ina na (Q, 4,P) : E(X?) = EX? < +w0, X? € %}

2.
Ly(Q,AP,) = %), kde X ~Y & X =Y 5.j. P

16



3 Spojita rozdéleni

3. B(X-Y) =(X,Y)

4. Xy = VXIX) = VEX?

Véta 3.56 (Schwarz). Necht X,Y € %. Pak X -Y € 4 a plati, ze |E(X-Y)| < | Xy [V,
pricemz [E(X -Y)| = | Xy - Y], © Ga # 0)(Y = aX s.j. P) (cozZ je ale napr. u Diracovy
miry pouze v jednom bodé).

Dusledek 3.57. Prostor (Lo, | |5) je uplnyg linedrni normovany prostor se skaldrnim soucinem
(Hilbertuv).

Véta 3.58. % (02, A, P) c A(Q,A,P)
Definice 3.59. Méjme X € .%. Potom definujeme rozptyl nahodné velic¢iny X jako
DX(=VarX):=E(X —EX)? = E(X? - 2X -EX + (EX)?*) = EX? — (EX)? > 0.

Dale definujeme smérodatnou odchylku jako o(X) := v/DX astandardizovanou nidhodnou

veli¢inu jako Y = {/—Dl)f . (EY =0,DY =1)

Véta 3.60.
Xe% = DX +p8)=E[(aX + ) —E(aX + 8)]* = E[a(X — EX)]? = o®DX

Disledek 3.61. D(8) =0, X = 5j. P = DX =E (og.j) ~0
Definice 3.62. Necht XY € %4(Q, A, P). Definujeme kovarianci jako
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y —EY)] = E(X.Y—-XEY - YEX+EX EY) = E(X-Y)—~EX-EY
Veéta 3.63. Pro kovarianci plati, Ze
1. Cov(X,X)=DX >0
2. je symetrickd
3. X,Y nezavislé = Cov(X,Y) =0 (definujeme X,Y nekorelované)
4. obmeéna 3): Cov(X,Y) #0 = X aY nejsou nezdvislé

Véta 3.64. Méjme nezdvislé ndhodné veliciny (X;)j_, € Z,. Pak
n n
D (2 Xj> = ). DX;.
j=1 j=1

Véta 3.65 (Cebysevova nerovnost). Bud X € %. Pak (Ve > 0) (P(|X —EX|>¢) < 2—?)

Definice 3.66. Méjme ndhodné veliciny X,Y, kde DX > 0, DY > 0 (nedegenerované).
Definujeme korelaéni koeficient

Cov(X,Y)

Q(X,Y) = 00Xy = W
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Véta 3.67. Méjme ndhodné veliciny X, Y € £, kde DX > 0, DY > 0 (nedegenerované).
Pak [o(X,Y)| <1 a plati, Ze

o0=11< 3820 tak, 2¢ Y — EY = (X —EX) s.5. P

Definice 3.68. Méjme X = (X1,...,X,), X; € £. Pak definujeme kovarianéni matici
vztahem
(C(X) = (COV(XZ‘, Xj))z:](')i1 .
Véta 3.69. Necht C(X) je symetrickd, PSD (pozitivné semidefinitni) a diag(C) = (DX1, ..., DX,,).
n

Pak pro Y := Y. a;X; plati, e 0 < aCal.
j=1

Definice 3.70. Definujeme
1. R(X) = (o(Xi, X;))7,;=1 jako korelaéni matici, kde diag(R(X)) =1
2. Zp>1 = {X ndhodnad veli¢ina na (2, A, P) : | X|P € A}
3. Ly=%/ kde X ~Y & X =Y 5. P
4. pro nédhodnou veli¢inu X € &, definujeme funkei [ X[, = {/EIX|P

Véta 3.71 (Holderova nerovnost). Necht X € Lp=1 a Y € L= tak, Ze ;1) + % = 1. Pak
XY €A aplati vztah

[E(X V)| <E[X-Y]<[X], Y],
Disledek 3.72. | X||, je pseudonorma na Zp=1 a norma na Ly.

Véta 3.73. Necht' 1 < p < q < +. Pak £,(Q, A, P) < %,(Q2, A, P). (plati jen pro koneénou
miru)

Definice 3.74. Definujeme 1} (X) = uj, = E(X*) za predpokladu, ze E(X*) existuje, k € N,

a nazyvame ho obecny k-ty moment nahodné veli¢iny X. Definujeme déle

ur(X) = up = E [(X — EX)k] jako centralni k-ty moment nahodné veliciny X za piedpokladu
existence pravé strany, k € N.

L. MIIZEXalulzo
2. pp = DX

3. us(U) = ps o()§<)> = [g‘ ?%])3 nazyvame Sikmost rozdéleni ndhodné veli¢iny X.
0

= X ma symetrické rozdéleni okolo EX.

4. gy (U) = pg (U&)> = [ﬁ ‘(lgg])él nazyvame §picatost rozdéleni ndhodné velic¢iny X.
pa(U) = 3 pro libovolné X ~ N(u,o?).
5. pe := pug(U) — 3 nazveme koeficient Spicatosti.

Definice 3.75. Definujeme %, := {X ndhodnd veli¢ina na (2, 4,P) : X s.j. P omezena}.
Definujeme déle | X |, = ess sup X jako nejmensi konstantu ¢, pro kterou plati | X| < ¢ s.j. P.

Véta 3.76. Plati, Ze Lo € Lpz1 a | |, = pEIJPOO Il

18



3 Spojita rozdéleni

3.3 Charakteristické funkce nahodnych velicin

Definice 3.77. Méjme X ndhodnou velicinu na (2, A4, P). Definujeme charakteristickou
funkci ndhodné veliciny X ¥x : R® — C vztahem

SOX(t) — (eit.X) _ JeithP g feitdeX ﬂ feitXfX(X)d)\ Ltacf Eeitxk fX(xk)7
v:Q-C 9 R™ R g Pk

F(PX) 3(fx)

kde § je Fourierova transformace.
Véta 3.78. Méjme (2, A, P) s koneénou mirou. Potom pro Px plati:
1. vidy existuje,
2. je omezend, |Px| <1,
3. Px(0) =1,
4. je spojitd.
5. Necht ddle X € &, po slozkdch. Pak Px € C* a plati

0¥fx

2 (0= EBX,X,..X:).
atjlatjk( ) 1 ( J1<*J2 Jk)

Dusledek 3.79. Plati, zZe

(X, Y)e %y = EX'Y®)=(-1)"sits 0Px (0,0)
LT ots
! T ror agDX
Xe£ s=0 = @(X)=EX")= (1)1 222(0)

(1)

2
Specidlné pak DX = E (XQ) —(EX)? = _%(0) —_ <_i%(0)> _ _82£x (0) + (%aotx

)"

Definice 3.80. Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ PX. Pak definujeme momentovou vytvaiejici
funkci (MGF) vztahem

mx(t) =E (etx) e J otxgp¥ P f e fx (x)dx

Rn R
[ — | S —
Z(P¥) Z(fx)

Vlastnosti ¥x aplikovatelné i na mx:
a) Ne (existence)
b) Ne (omezenost)

¢) Ano (mx(0) =El1=1)

19
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d) Ano (spojitost)
e) Ano. Necht X € %, po slozkach. Pak my € C* a plati

6mX
——(0) = BE(X;; X4,...X, ).
ﬁtjl...é’tjk( ) (X1 Xz X
Véta 3.81. Méjme ndhodnou velicinu X : © — RY. Necht mx(t) existuje na néjakém okoli
Ht:(). Pak

Px(t) =mx(it) =E (e"¥)| . =E (") vteR

p=it
Véta 3.82. Necht (X;)}_; jsou ndhodné veliciny na (Q,A,P) s rozdélenim P¥Xi. Pokud
(Xj);’fi jsou nezdvislé, tak plati, Ze

Psux,(t) = [[¥x,(t) VteR.
j=1

n
Pokud existuje mx,, pak analogicky plati, Ze myn x (t) = [ mx;(t).
j=1

Véta 3.83 (Inverzni formule). Necht X : Q — R je ndhodnd veli¢ina s Fx. Pro proVa,b € R,
kde a < b jsou body spojitosti F x plati, Ze

1 ( o—iat _ g—ibt
P*((a,b]) =P(a < X <b) =Fx(b) —Fx(a) = ECETOO TW(t)dt.

Dusledek 3.84. Charakteristickd funkce Px jednoznacné uréuje PX. Pro libovolné b e R pak
plati, Ze Fx je v b spojitd zprava.

Véta 3.85. Méjme ndhodnou velicinu X s Px. Necht Px € Li(R,dz). Pak

+a0
1 .
fx(x) = o J e TP (t)dt = FH(Px).  (fx je nutné spojitd a omezend)
—a0

Lemma 3.86. M¢jme X, Px a necht I € 14, = { X (aj,b;] : a;,b; € R}. Pak
j=1

PXZ) =P(Xel) = (;T) lim fﬁ (eat]_ebt]) Px(t)dt.

it

Véta 3.87. Necht X je ndhodnd veli¢ina do R™. Pak Px < PX.

Véta 3.88. Méjme X = (X1, ..., X;,) ndhodnou veli¢inu do R™. Potom plati, Ze
n
X1, Xy jsou nezdvislé < Px(t) = || Px,(t;), Vte R".
j=1
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4 Konvergence na prostoru nahodnych velicin

Definice 4.1. Mgjme (X,,)'% na %, piipadné L, (2, A, P). Definujeme X, Lo, X, pokud
[ Xn = X[ =0, | Xn — X[} = E[|Xn — XP].

Véta 4.2. Nechf 1 < p < q < +00. Pak na (Q, A, P) plati, Ze
Lq L,
LicLpaX, — X = X, —X.

Definice 4.3. Méjme (X,,)% ndhodné veliciny na (€2, A, P). Pak definujeme konvergenci

n=1
s.j. jako X, 53 (P) X, pokud P{w : X, (w) —» X(w)} = 1.

Véta 4.4.

X, 2 X = (Ve > o)( lim P<U{w X (W) — X (w)] = g}) = 0)

k—+00 Sk
< (Ve > 0) <kETooP(ﬂ (W] Xn(w) — X(w)] < g}) - 1)
n=k

Disledek 4.5. 4
X, 5 X = P{w:[Xn—X|=¢}) >0 Ve>0

Definice 4.6. Mé&jme (X,,);%. Pak definujeme konvergenci podle P, ozn. X, L X, jako

(Vs>0)<P(\Xn—X| >e)—>0) - (V5>0)(P(|Xn—X| <5)—>1).

Véta 4.7. X, 25 X = X, 5 X (nelze obritit)

Véta 4.8.

P ) | X, — X|
X, 5 X e lim B(—22220 ) o
n < e <1+|Xn—X|> 0

o(Xn,X)

~

kde o(x,y) = 1J|;E‘;€‘y| je metrika.

Lemma 4.9. X, Lo, X = X, P x

Véta 4.10. X, Lx = H(le),jgi tak, Ze Xy, sdy oy

®
<.

Véta 4.11 (LDCT podle P). Nechf X, 5> X a (VYn e N)(]Xn\ ye gp>1).
Pak X € %y a Xp —5 X.
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4 Konvergence na prostoru nahodnych veli¢in

Véta 4.12. Méjme (X,)1% do R®, g : R® — R borelovsky méritelnou a spojitou s.j. PX.
Potom

Xo “HX = g(X,) "D g(X), tedy goXn D goX
Xp DX = g(X,) 5 g(X), tedy goX, 5 goX.
Disledek 4.13. Méjme X, 2 Xa Y, LR Y, g : R2 - R! méritelnou spojitou s.j. PC5Y).
P
Pak g( X, Yn) = g(X,Y)

Dusledek 4.14.
X, 5xev, 2y = x,+v, B x+v
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5 Limitni véty - Zakony velkych ¢&isel (Laws of
Large Numbers)

n _
Domluva: Mé&jme ndhodné veliciny (X,)1% na (92, A, P), oznacme S, := 3 X;, X, := 22

ozZn — 0ZN

Xj Egl = EX] K, Hn

n
Hj
nj:1

L&
Xjesp = DijJQ- 0'2:5202»
Xjeh % EXj=pj=n = fn=p
Xje i DX;=0?=0> = ;ELZUZ

Véta 5.1 (Cebysevova, SIZVC). Necht (X;);29 € £ jsou po dvou nezdvislé. Pak plati

supDX; = supa? <40 = X, — lUn 2o
jeN jeN

Ddsledek 5.2. Pokud existuje 1irJIrl In == m € R, pak X, 2 om.
n—+0o

Véta 5.3 (Standardni SIZVC). Mejme (X;)1% € 2 iid. Pak X, > u=EX; YjeN, tzn.
(Ve > 0)(P(p?n ol <e) > 1).

Véta 5.4 (Bernoulliho SIZVC). Méjme (X5);5 . (p), tedy

1 dépodobnosti 0,1
Xj =  pranetpocy mos Z,pe( ) , p=DP(B) (jevu B), EX; =p, DX; = pq,
0 s pravdépodobnosti 1 —p = q
pak
(0
~—

Relativni cetnost vyskytu jevu B

a po dosazeni do CebySevovy nerovnosti:

(V5>0><P<‘§:—p‘<e) 21—]3(1;@)

ne

Véta 5.5 (Standardni SiZVC). Méjme (X;);2] iid Z,. Pak X, 2% w, tzn.
P({w : nEIEan(w) = u}) =1.
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5 Limitni véty - Zdakony velkych ¢isel (Laws of Large Numbers)
Véta 5.6 (Borel. SiZVC). Méjme nezdvislé ( j)joﬁ ~ A(p). Pak X, =4y p = P(B).

Lemma 5.7 (Kolmogorovova nerovnost). Méjme vzdjemné nezdvislé (Xj)jgi € .2,
EXj = 0. Pak

(Ve > 0) (P (Iglax 1] =

<n

DS, ES? (ES,)?
) < 2 e e )
=

_—

Véta 5.8 (Kolmogorov 1 - SiZVC). Méjme vzdjemné nezdvislé (X]);;OO1 e . Potom plati

Véta 5.9 (Kolmogorov 2). Méjme (X;)1% iid 2. Pak plati, ze (Vj € N)(X,, =1 = EX;).

Definice 5.10 (Slabéd konvergence mér pravdépodobnosti). Méjme posloupnost ndhodnych
velicin (X)) % 2 na (Qn, Ay, Pp) tak, ze X, jsou zobrazeni do R®. Necht X je ndhodn4 velic¢ina
do R® na (Q,A,P), tzn. X, ~ PX» a X ~ PX. Rikdme, ze PX» %5 PX konverguje slabg,
pokud Vg € 01(30) (redlné, spojité, omezené) plati

f g(z)dPXr f o(z)dPX
J

RS

A po aplikaci véty o pirenosu integrace

f g(z)dPXr = f 2)dP,, —>J X)dP, tedy EP"(X,) — EPg(X) VgeCY
RS

Véta 5.11. Necht (2, An,Prn) = (2,4, P) = (Q, 4, P) a (X,), je posloupnost ndhodngjch
veli¢in na (2, A, P). Pak
X, 5 X = p¥ B pX,

Disledek 5.12. X,, % X = PXn % PX (nelze obrdtit)

Véta 5.13. Implikace — = L plati, pokud X L ¢ (tzn. PX = 6. a X md degenerované
rozdélent).

Véta 5.14. Méme (X,,)15,
(libovolném) D husté v R.
Pro implikaci = lze za D zwolit D = Dy = {x € R' : Fx(z—) = Fx(x)}, tzn. Dx je mnoZina
bodi spojitosti Fx . (bodi nespojitosti Fx je nejvyse spocetné mnoho)

X ndhodné veliciny do R, Pak PXn & PX o Fx, - Fx na

Definice 5.15. Domluva: PX» 5 P¥X ozn. X, EA X, pripadné X, ) X (podle anglického
Law) a fikdme, ze X,, konverguje v distribuci.

+00
n=1

do R®, kde X,, 2 X. Pak existuje (U, A P) a (V)L posloupnost ndhodnijch veli¢in na
(Y, A", P') takovijch, e PX» = PY» PX =PY ¢V, Sy

Véta 5.16 (Skorochoduv reprezentaéni teorém). Méjme posloupnost nahodnyjch veli¢in (X,,)

24



5 Limitni véty - Zdakony velkych ¢isel (Laws of Large Numbers)

Véta 5.17. Méjme (Xj);fi ndhodngjch velicin X do R® a necht X, 2 X. Méjme h : R® - R
meéritelnou a spojitou s.5. PX. Pak h(X,) EA h(X).
Disledek 5.18. Necht X, 2, X, Y, £4 Y, h:R? - R borelovskd a spojitd s.j. PXY) | Pak

neplati, ze (X,,Y,) 4 (X,Y). (2» nend konvergence po sloZkdch, takZe obecné neplati, Ze
X, +Y, 2 X+Y).

Véta 5.19 (Slutskyho perturbaéni teorém). Méjme ndhodné veliciny (X,): %, do R® tak, Ze
X, 5 X. Necht ddle (Y,)}%, jsou n.v. do RS tak, ze | X, — Y| 0. Pak Y, 5 X.
Lemma 5.20. Nechf X, 5 X a Y, 5 c. Pak (X, Yy) 5 (X, c).
Véta 5.21 (Slutskyho lemma). Necht X, %X a Yy 2 c. Pak
1. Xp+Y, 2 X +e
2 X, Vo5 X
3. X, )Y 5 XJe, c+#0.
Véta 5.22 (Lévy continuity theorem). Plati nékolik verzi:
1. Xn—@>X<:>g0Xn—>g0X v R?
2. PXn & PX o 7 (PXn) —» 7 (PX)
3. FHPX) - FHPY) = px, — ox
Véta 5.23 (Hélly). Méjme R a oznacme F = {F : F neklesd, je zprava spojitd a 0 < F < 1}.
FFistr. fee © F.

Pak F je kompaktnd prostor funkcd vzhledem ke slabé limité F,, — F, tzn.
(VF, € F)(3Fn, € ) (Fnk S Fe y) na Dom(F).

Definice 5.24. Méjme posloupnost nahodnych veli¢in (Xn);:iol do R!. Rikdme, zZe je asympto-
ticky normalni, pokud 3(u,) % € R, 3(0,)% > 0 tak, ze

X, — ;
AnTHn 2 7 UN(0,1), oz X, ~ AN(un, 02).

On

Véta 5.25. Méjme (X,) % do RY, kde X,, ~ AN(ptn, 02), pin — p a 02 — 0. Pak X, L L.

2
(= Xy > p)
Véta 5.26 (CLT (centralni limitni teorém) Lindeberg-Lévy). Méjme (Xj);rji 1id %,.
Pak X, ~ AN(M, %2) ten. /i Xo=t L N(0, 1),
Jing zdpis: /n (X, — ) EA N(0,02).
Véta 5.27 (CLT Moivre-Laplace). Méjme (Xj);fgi iid A(p), p € (0,1). Pak X,, ~ AN (p, @).

N _ Sem_ 2,
Sh AN(np,np(l p)),tzn.\/m N(0,1).
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5 Limitni véty - Zdakony velkych ¢isel (Laws of Large Numbers)

— . 2 —
Dausledek 5.28. X, ~ AN(,u, %2), tedy X, — pu ~ AN(O, 7z ) =X, —u 5o (0p(1)).
\ﬂ"z_/

Rikdme, Ze je konzistentni pro p. Ddle -

n(X, — p) ~ AN(O,nQO‘_102> = n*(X, — p) 50 va< 3 (0p(n™%)). Rikdime, Ze je
konzistentni rddu op(n_o‘)ﬁp?ro L.

Véta 5.29 (CLT Lindenberg-Feller). Méjme (Xj);:ol id £ (nezdvislé). Necht je splnéna tzv.
Lindenbergova podminka:

1 ¢ -
LP¢ = = Z J |t — p;|2dPXi "ZXP0 Ve>0 (integrujeme pres t)
B? «

- ‘t pj|>eBn

Pak X, ~AN<,un,n> tzn. Sy, ~AN(Z MJ:Z ) tedyM = N(0,1).

j= j=1 \ o2

Sn—=21Hi Sp—ES, 9
= - N(0,1
"2 v/DS,, (0.1)

J

P T (e i)

1 Mgy 21 5
Véta 5.30 (CLT, -5 - Ljapunov). Méjme (Xj);fi id £,~2. Necht je splnéna podminka

21 B — iyl noioo
By, '

n

n
L;P! = Z E|X; — | = o(BY), ten

Pak X, ~ AN(;TR, %)

Véta 5.31 (Pélya theorem). Méjme ndhodné velzcmy (X;)7%, X adistribucni funkce (Fx, )j 1)

=
Necht Fx, = Fx a Fx je spojitd. Pak Fx; :; Fx.

Dausledek 5.32. Konvergence v CLT je stejnomérnd na R.

. S, —ES
sup|Fz, —F 2800, kde Z, = "1
sup NG| DS,
Véta 5.33 (Berry-Essen). Necht (X;)/2] iid £3. Pak
EX;—pf 1 1

sup|Fz, — Fx <¢c —m5— =0(—),
IER’ (071)’ 0'3 \/ﬁ (\/ﬁ)
kde c je konstanta mensi nez 1.

Véta 5.34. Mejme (X;)/2] iid £ do R®. Oznacme p = EX;, C = Cov(X;) Vj e N.
Definujeme Y; = a(X; — ) Vo € R®.

EY; = a(EXj —p)=0
DY; = D(a(X; — p)) = D(eX;) = aCa’ <+
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5 Limitni véty - Zdakony velkych ¢isel (Laws of Large Numbers)

Definice 5.35. Méjme (X);rfi do R®. Rekneme, 7e maji s-rozmérné Gaussovo rozdéleni,
pokud
aX ~ Ny (au, aCaT) Va € R?,
kde oznacujeme p = EX a C = Cov(X).
Véta 5.36 (CLT v R*). Méjme (X;)[% iid £, (do R®). Pak X, ~ AN,(p, +C).

Véta 5.37 (Delta-metoda (V)). Méime (X,)!% do R®, X,, ~ ANg(p,,02C). Necht ddle

o — ft, 0p — 0 a g: R® — R je borelovskd spojité diferencovatelnd funkce. Pak

9(Xn) ~ AN(g(p,,), 07 Vg()CVg(p)").
Véta 5.38. Méjme X ~ Ny(u,C). Pak px(t) = =3 e RS,
Véta 5.39. Necht X ~ Ny(p, C), D je matice s-k, 1 <k < s. PakY = DX ~ Ny (D, DCDT).
Véta 5.40. Necht X ~ Ny(p,C). Pak X jsou nezdvislé < (X;); jsou po dvou nekorelované.
Disledek 5.41. (X;)3 id N(uj,037) < X~ Ny(u,C = diag(c5)$)

Véta 5.42. Méjme X ~ Ng(u,C) a necht C je requldrni (tzn. C je PD). Pak 3A reguldrni
(s-s) tak, ze X = AZ + p, kde Z ~ N4(0,1) a AAT = C. ((Z;); iid N(0,1))

Véta 5.43. Méjme X ~ Ng(p, C). Pak hustota pravdépodobnosti X ezistuje < C je regquldrnd.

fx(z) = 1 o~ 3 (@—p)TC (z—p)

(vV2m)y/ICl
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