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1 Statistika - setup a zakladni postupy

Definice 1.1. n-tici nezavislych ndhodnych veli¢in X7, ..., X, stejné rozdélenych s distribuéni
funkci F nazyvame nahodny vybér z rozdéleni F. Konkrétni realizaci X ziskame vektor ¢isel
x = (z1,...,Tpn), ktery nazveme realizace ndhodného vybéru X, ..., X, neboli naméfend
data.

Definice 1.2. Vybereme vektor individuf w(™ = (wy, ..., w,) € Q" a definujeme
X;(w™) = X(w)), Vjen,
jako pozorovani (v tomto tvaru mame skuteéna data). Zavedeme déle Q) .= qQn,

A = g (A™), P .= QPX (soutinovd mira), tedy
1

PM(Ay x .. x A,) = [ [P¥(4)), VA4, € A.
j=1

Definujeme realizaci ndhodného vybéru X = (X7, ..., X,,) vztahem
x = X(w™).
Véta 1.3. (X;))_, iid PX.
Definice 1.4. Statistika je libovolnd funkce ndhodného vybéru Xi, ..., X, jejiz funkéni
predpis nezavisi na parametrech piislusného rozdéleni.

Piikladem statistiky muze byt vybérovy prumér (sample mean)
_ 1 &
X, =-Y X,
"= ; j

piipadné geometricky prumér

vybérovy rozptyl

1
n—1

n n
82 = 2<Xj — Xn)2 nebo S?L = E(Xj — Xn)27
j=1 J=1

kde &,, nebo piipadné s, je vybérova smérodatna odchylka. Dile uved me r-ty vybérovy
obecny a centrialni moment (sample moments)

1
n

1 n n o
m; = ﬁ Z )(Jr7 my = Z:()(‘7 — Xn)r,
j=1 J=1
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median

2

X ) ,
§(X ) + X(%-&-l)) n sudé,

NI

{X(nﬂ) n liché,
kde X ;) znaci j-tou zdola usporddanou statistiku z ndhodného vybéru (X <. <X (n)).

1.1 Statistické bodové odhady

Necht 6 je parametr spojeny s rozdélenim PX| tzn. § = 6(PX). Mdme dvé moznosti.
a) 6 mize byt spojeny s PX, napt. § = EX,DX,Fx(t),..., nebo
b) 6 muze byt pfimo parametr rozdéleni IP’gf .

V obou pifpadech ale pozadujeme tzv. identifikovatelnost rodiny P = {PX}, resp.
P = {ng : 0 € O}, tzn., ze kazdému parametru prislusi préavé jedna pravdépodobnost X.

O # 02 = PX #PY, resp. 0 # 0y = D) # Pj.

Opacnd implikace ¢asto neplati, tfeba pro danou stfedni hodnotu najdeme vicero ruznych
rozdéleni. Piedpokldddme, ze § € © — R¥, kde © se nazjvad parametricky prostor. Déle
mame 7(6) : © — R?® kde 7 je tzv. parametrickd funkce (vétsinou nds ale zajimé napr.
jedna vybrand slozka, tedy s = 1). Odhadnout celé rozdéleni se ndm vétsinou nepodaii (nebo
to nepotiebujeme), proto hleddme odhad parametru 6.

Definice 1.5. Libovolnd (borelovsky) meéfitelnd funkce ndhodného vybéru Xi, ..., X, (tedy
statistika)

0,(X) : " - R* se nazyva odhadem (estimator) 6 € © = R¥.
T,(X) : Q" — R® se nazjvé odhadem (estimator) parametrické funkce 7(6) € 7(0) c R®.

1.2 Vlastnosti bodovych odhadii

Definice 1.6. 7,,(X) nazyvame nestranny odhad 7(#), pokud
EyT,(X) = 7(0), Vo€ ©, Vn e N.
T,,(X) nazyvame asymptoticky nestranny odhad 7, pokud
E¢T,.(X) — 7(0), VO € O,
kde Ey znaéi stiedni hodnotu vzhledem k rozdéleni IP’g( .

Definice 1.7. T,,(X) nazyvame eficientni (vydatny), pokud pro v, Ve O plati
s =1 B[ (LX) = 7(9))°]| <E[(Tu(X) - 7(6))*].

2

|

E(T,, — 7)? se nazyvé stiedni kvadraticks chyba - MSE (mean squared error) odhadu T}, (X).

Tedy eficientni odhad m4d nejnizs{ moznou MSE. Pro nestranné odhady (7() = ET,(X))

tento vztah pro s = 1 prechdzi na DT, (X) < DT, (X).

s> 1: E[ IT(X) — T(e)ui] < E[ T0(X) — 7(6)
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Definice 1.8. Mame-li T}, 7?2 : Q — R! jako odhady 7(#), pak definujeme relativni efici-

no n
enci vztahem ) , 1
E(T,, —7)° nestranng odhad DT},

E(T? — 71)? DT?
Definice 1.9. T,,(X) se nazyva konzistentni odhad 7, pokud

REQ’I =

To(X) 24 7(9), voeoO

(pro L slabe konzistentni, pro 0 Silng konzistentnf).
Véta 1.10 (Kritérium konzistence). Odhad T,,(X) je slabé konzistentni (T, (X) 5 7(0)),
pokud

1. T,(X) je asymptoticky nestranny (EgT,,(X) — 7(0), pro V0 € ©) a

2. plati pro néj, ze DT, (X) — 0.

Definice 1.11. T,,(X) se nazyva asymptoticky normalnim odhadem 7(6) s asymptotickou
kovarian¢éni matici C(#) (matice tvaru s x s), pokud pro V0 € ©

T(X) ~ AN, (7(9), %(C(O)), tzn.  /n(Tn(X) — 7(6)) % N.(0,C(0)) (viz CLT).

Pro s = 1 definice piechdzi na /n(T,(X) — 7(6)) 2 N (0,0%(0)), kde o*(f) nazyvdme
asymptoticky rozptyl odhadu T,,(X).

Definice 1.12. Mame-li T}, T? jako odhady 7(f), které jsou oba AN odhady 7 s asympto-

nI n
tickymi rozptyly o3 () a 03(6), pak definujeme asymptotickou relativni eficienci vztahem
_ ai(9)
AREy; = 3.

Véta 1.13. T,,(X) je asymptoticky normcilm’AN(7’(9), %02(9)) Pak T, (X) 5 7(0), V0 € ©.

Tato slabd konzistence je Fddu op(n™%), a < %, ten., e n®(To(X) — 7(0)) 50, Vo < 5. To

vyplyvd z véty (MIP) (Méjme (X)F%, Xo ~ AN (u,02) tak, 7e o, — 0. Pak X, LA ,u.).

n=1"

Véta 1.14 (A-metoda). Necht T, (X) ~ AN(T(G), %02(9)> ag:RY— R spojite diferenco-
vatelnou v 7(0), V0 € ©. Pak

9(To (X)) ~ AN, (gme)),

1.3 Vybérové charakteristiky a jejich vlastnosti

Véta 1.15. Méjme X € LA, resp. Lo, volme 6 = O(PX) = EX = u a oznacme
0?2 =DX < 4+ (£). Pak sample mean

_ 1 &
Tn(X) =Xn = ’I?,J;XJ

je mestrannygm, konzistentnim a AN(EX, %02> odhadem 0 = EX = p.
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Véta 1.16. X € %, resp. £, volme 0 = O(PX) = DX = o2. Pak vijbérovy rozptyl

(X; — Xn)®
1

n o 1 n
Z(Xj - Xn)2 i Th(X) = 531 =

jsou oba asymptoticky nestranné, konzistenini a AN(Gz, %(M - 04)> odhady o2, kde

pa =E[(X —EX)*]. V pripadé T,,(X) = s2 je T, (X) navic nestranny odhad o2, ¥n € N.

Dusledek 1.17. Mé&jme X € %,. Potom pro tzv. t-statistiku plati, Ze

tn = ta(X) = VX = 1) 2 N(0,1).

Sn
Véta 1.18 (Chincin). Méjme X € %, resp. X € Lor, 7 = 1, volime
0 =0 (PY) =E(X") =p., Oy =EX —EX) = p,.

Pak r-ty vybérovy moment

je konzistentnim odhadem .

Véta 1.19. Specidlné nyni méjme (Xj)?:loo iid N (pn,0?). Pak

a) X, ~N<u,%2> , Vn e N. Ddle potom EX,, = i, DX, = 02, M ~N(0,1),
~2 1% Y2 N a2 2 o
b) 52 =1 Y(Xj—X,) = T~ X (n—1), Yn e N (Pearsonovo rozdéleni).
j=1
n -
2= L S (X;-X,)2 2 @D y2(,-1), ¥neN. Dile plati
j=1
4
~2 2 n—1 4
D( n):ﬁ2(n_l)_ n2 (20-)_)07

¢) X a s2 jsou nezdvislé a plati

v _ Vn(Xn—p)
VnXn = ) = - ~ N(0.1) ~t(n—1), VneN (Studentovo rozdéleni).

S
Sn 8o (n—1)
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d) Pokud jsou X,Y na (Q, A, P) nezdvislé, pak pro

X1, .., X, tid N (m,a%) , ze kterych zndme )Tn,sin,
Yy,.... Y., tid N (ug,og) , ze kterych zndme Y, s%’m,

plati, Ze , ,
st (n—1 85 ,(m—1
l,n( : ) ~X2(n—1), 2,m( - ) ~X2(m—1).
o1 92
Navic lze ukdzat, Ze s%’n a s%’m jsou nezduvislé.
Dtsledek 1.20.
Sién X2(n_1)
T.(X) = Sgl = X2’(Zi1) ~F(n—1,m—1) (Fisherovo rozdélen).
Ugm m—1

1.4 Vybérovy kvantil (a jeho vlastnosti)

Definice 1.21. Méjme ndhodny vybeér (X7, ..., X,,). Pak (X(l), ceey X(n)) nazveme usporadany
ndhodny vybér (vzestupné). Vybérovy a-kvantil definujeme jako Xa,n = X([an]+1)»
pro a = % nazyvame X1 vybérovym medidnem, ktery alternativné oznacujeme jako
2
Xmed- Vybérové rozpeéti pak definujeme jako d = X,y — X(;) a vybérové interkvar-
tilové rozpéti jako
(R PRV R (FER RN

Véta 1.22. Méme X1,..., X, iid F, 0 = x,, a € (0,1). Nechl x, je jednoznacné uréeno
rovnici F(zq) = a a existuje F'(z,) > 0. Pak

Disledek 1.23. Z AN plyne, se Xo — o Fddu op(n=?), 8 < L.

1.5 Neparametrické (empirické) odhady distribuci

Definice 1.24. Méjme X, ..., X, #d F, ozna¢me pro dané t € R charakteristickou funkci
na intervalu (—o0, t] jako [(_, ;). Pak empirickou distribuéni funkci (EDF) F,, definujeme
vztahem

F(t) = Fu(t, X) = = > T 0o y(X;), VteR.
j=1

SRS

Pro ¢ fixni muzeme psat F, (¢, X) = T,,(X).
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Véta 1.25 (ZVMS). Méjme Xq, ..., X, iid F. Pak pro ¥Vt € R fizni plati, Ze F,(t) je ne-
stranngm, konzistentnim a AN odhadem 6 = F(t), tzn.

1. EF,(t) = F(¢), ¥n,

2. Fa(t) 224 F(t), VteR,

3. Fn(t) ~ AN (F(t), 2F(t) (1 - F(1))).
Navic dokonce plati, Ze

1. sup [Fp(t) — F(t)| 25 0, (Glivenko-Cantelliho lemma,),
teR

TLE2
2. P <sup |Fn(t) — F(t)| > 6> < 8(n+1)e” 32, Vn, Ve > 0, (Glivenko-Cantelli),
t

3. P <sup |Fn(t) — F(t)| > 5) < 272" p, Ve > 0 (Massart, 1990).
t

Definice 1.26. Méjme 0 = §(F) (funkciondl na prostoru distribuénich funkei). Pak
Tn(X) = 0(_Fn )
—F

se nazyva statisticky funkcional.

Definice 1.27 (Histogram). Méjme X ~ f, supp f = [a, b], resp. zde BUNO [0, 1]. Zavedeme
déleni intervalu [0, 1]

1 1 2 1
B, = [ojf), B, — [77> B,, — [L ,1]
m m m m

a oznaéime déle h = = = \(B;), Y; = #{i : X; € B;}! |, pj = % jako odhad p; = { f(z)dz
B;

Pak histogramovy odhad hustoty pravdépodobnosti definujeme vztahem
S¥2
Zﬁ hZY}IB —ZI{X € Bj}, Vte B;.

Véta 1.28 (IMSE). Pro ]/”;IH(t) predpoklddejme, Ze [’ je absolutné spojitd a plati, Ze
S(f’(u))2du < +00. Potom
R

N

1
R(FE f) = hf dx—i—ih—i-o(hQ)—i-o(l)
0

—_

n

coZ pti volbé h, = O(n*1/3) vede na Tdd integrované stredni kvadratické chyby (Integrated
Mean Square Error)

1
IMSE = R(E ) = (B[ - 5(0)] at = 0(n).
0
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Definice 1.29. Méjme jaddro K(z) takové, ze K(z) > 0, (K(z)dz = 1, [2K(z)dz =
R R
0, 0% = §2?K(x)dz > 0. Oznacime h € RT jako tzv. §ifku okna (bin width), neboli vyhla-
R

zovaci parametr (smoothing parameter). Pak definujeme jddrovy odhad hustoty vztahem

~ 11 /t—X;
an(t)::n;hK< 5 ), vVt e R.




2 Metody pro hledani bodovych odhadii

2.1 Metoda momentu

Tato metoda je zaloZend na uziti vybérovych momenti, at uz centrdlnich nebo necentralnich,
piipadné i z momentu rozdéleni. V praxi pak vyuzijeme tu, kterd se da vypocitat nejjed-
noduseji. V této metodé bereme v potaz vSechny realizace.
Méme tedy (22, .4,P), 6 € © c R* 7(0) jako odhadovanou parametrickou funkci, vlastnost
X #id fx(z,0). Necht X1, ..., X,, iid %} (aby existovaly momenty do fddu k) a oznac¢ime
pr = pr(0) =EX", re 1%7

1(0) = (111(0), s 1 (0)) : RF — RE,

Déle pozadujeme, aby 3pu~t, tedy napifklad aby p bylo regularni a prosté.

Definice 2.1 (Momentovy odhad). Momentovy odhah 6 definujeme vztahem

1 n
Oy = 0 (X) = ﬂ_l(m/l(X)» ,m;C(X)), kde m, (X) = n Z X5
j=1

coz znamena, ze Oy je feSenim soustavy momentovyjch rovnic (znacime ME,) ve tvaru
, .
wr(0) = m(X), Vrek.

Definujeme déle momentovy odhad 7(0) vztahem Ty(X) := T(é\M(X)), metoda momentu
je tedy invariantni na transformace parametru 6 (je to jen jiné vyjadieni pro vztah

Tai(X) = 7(0)s = 7(0n)).-
Véta 2.2. Pokud je p=' spojitd funkce, pak éM(X) je konzistentnim odhadem 6. Pokud je
navic T spojitd, pak Tyi(X) je konzistentnd.

Véta 2.3. Necht 51\/[ je odhad metodou, momenti, (Xj);fi € Loy, W je difeomorfismus (p, p=!

spojité diferencovatelné). Pak Y0 € O je
~ 1
Ot ~ AN (9, ~Cai(0) ).

kde Cy(0) = J,-1(0)C(0)J,-1(0)" a C = Cov(X,X?,...,X*). Pokud je navic T(0) spojité
diferencovatelné a V7(0) # 0, pak

Ta(X) ~ AN (7(0), %VT(H)CM(H)VT(H)T).
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2.2 Nestranné odhady s minimalnim rozptylem (UMVUE)

Definice 2.4. Méjme Xi,..., X, iid F, § € © < R¥, 7() € R!, T(X) jako odhad 7(6).
Definujeme
Tumr = argmin B(T(X) — 7(0))°, V6 e .
T

Definujeme déle kvadratickou ztratovou funkei (loss function) jako

L(T,0) = (T(X) - 7(9))”

a prislusnou rizikovou funkci (risk function) vztahem
R(T,0) := EX(T,0).
Potom Tyyr = argmin R(7T,0), kde UMR je zkratka pro uniformly minimum risk. Tumr je
T
tedy odhad, ktery minimalizuje hodnotu rizikové funkce R.

Definice 2.5. S(X) se nazyvd postacujici statistika (sufficiency) pro 6, pokud rozdéleni
X podminéné hodnotou S(X) = s nezavisi na parametru 6. Pro diskrétni ptipady tedy
P(X = x[S(X) = s) nezavisi na 0, pifpadné fxg(x|s) nezdvisi na 6.

Postacujici statistika je tedy takovéd funkce ndhodného vybéru (statistika), kterd umi sama
o sobé nahradit puvodni vybér bez ztraty informace o parametru 6.

Definice 2.6. Méjme X, Y ndhodné veliciny na (Q, A, P). Pak

fX,Y(-%y)] _

E(X]Y =y) = Ja:d]P’XW_y = [pro ASR fxy(zly) := )

R
Z toho vyplyvé, ze E(X|Y) : Q@ — R je ndhodn4 veli¢ina.
Véta 2.7. Pro ndhodné veliciny (X,Y) s ASR fxy plati vztah

E[E(X|y)] 22 f( J z fX|yda:) fydy ££ J (f Fxiy fydy>a;dx - f ( f fX,ydy) zdz = f 2 fxdz = EX.
R R R

R R R R

Pro cely nasledujici Rao-Blackwellovy véty oznacme
Trp(X) = Trp (S(X)) := E[T(X)[S(X) = 5]

za predpokladu existence E jako odhad zkonstruovany v Rao-Blackwellové véte. Trp(X) je
tedy opét statistika, pro kterou plati, ze

Tin(X) = E[T(X)|S(X) = 5] 258 f (%) fr 500 sdx.

Na Tgp(X) pohlizime jako na funkci X, kterd vznikne ve dvou krocich:

1. spotitd se podminénd stiedni hodnota E(T(X)[S(X) = s) = T'(s) pii libovolné daném
pevném s,
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2. za s se dosad{ vazba s = S(X), ¢imz vznikne Trp (S(X)).

Véta 2.8 (Rao-Blackwell). Mé¢jme Xy, ..., X, iid F, § € © c R¥, 7(0) € R', T(X) jako
odhad 7(0), necht S(X) je postacujici statistika pro 0 a necht £ (T,0) je konvexni funkci v T
pro Y0 € ©. Pak

R(Typ(X),0) < R(T(X),0), V6eo,

pricemZ Trp nezdvisi na 6.

Definice 2.9. Systém hustot F = Fy = {f(z,0) : 6 € © c R¥} se nazyvé tplny, pokud
pro Yh:R — R, Egh(X) =0, V0 € © plati, ze

h(X)=0s.j. V9O, meboli Py(h(X)=0)=1.

Definice 2.10. Postacujici statistika S se nazyva uplna postacujici statistika, pokud
systém rozdéleni Fg je uplny, tzn. pro libovolnou borelovskou funkci g : R — R plati, ze
pokud

E[g(S(X))] =0, Vo€ O, pak g¢(S(X))=0s.j., VoeO.

Véta 2.11 (Lehmann-Scheffé). Necht jsou splnény predpoklady R.-B. véty a navic T(X) je
nestranny odhad 7(0) (tzn. ET = 7, V0 € ©), a ddle necht S(X) je tiplnd postacujici statistika.
Pak Trs = Tumm, coZ pro volbu ztratové funkce L5 oznacime jako Tumvug. (uniformly
minimum variance unbiased estimator)

2.3 Rao-Cramérova nerovnost

Definice 2.12. Mgjme F = {f(x,0) : 6 € © c R} a oznacime
10) = In fw,0), 1(0) = W f(2.0), Vol = VI(0) = (15(6). . 1,(0))

Systém F se nazyva regularni systém hustot, ozn. F,.,, pokud
1) supp f nezavisi na 6 a © je oteviend mnozina,
2) pro vsechna V6 € O existuje VI(#) na supp f,

3) E[VI(6)] =0, V6 € O, coz je zajiséno predpokladem nésledujici zdmény

00;
supp f

S —
=1

! 0 0
E[1(6)] = j{; fdo = | g fde = o J fdz =0,
R R

4) Cov(VL(9)) je konetnd a PD matice rozméru (k x k).

Systém F oznacime F,f

tg» Pokud navic splituje podminku

£15(X.0) . 2
5) E[W] =0, V9 € ©, neboli Rgn #a%f(x, f)dx =0, V0 € O.

10
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Definice 2.13. I(f) = Cov(VI(§)) se nazyvé Fisherova informaéni matice a plati, Ze

Oln f ‘ 8lnf) 5:)_E[82lnf]'

) LY =B — EIL R —
Iij(6) := Cov(l}, 1) = E(l} - ) — El, El IE( 7020,

2R R,O_/R/_, 00; 603
= =0
Lemma 2.14. Mé¢jme X = (X1, ..., Xpn) nezdvislé, X; ~ fx,(2i,0). Pak Ix(0) = > Ix,(0).
j=1
Pokud navic X1, ..., Xy, jsou iid fx, pak Ix(0) = nlx(0).

Véta 2.15 (Rao-Cramérova nerovnost). Méjme T'(X) jako nestranny odhad 7(6), Freq, ne-
cht ddle (V9 € ©)(3VT(0)) a E[T(X)] lze derivovat podle 0; pod znakem E (tj. derivace

pod integrdalem) pro Vi € k. Pak

D(T(X)) = Vr(0)I5 (0)Vr(9)', V¥oe©. (RCLB = Rao-Cramérova spodni hranice).

RCLB, (0)

Definice 2.16. Méjme F,.4. Pak definujeme eficienci nestranného odhadu 7,(X) funkce

7(0) vztahem
__ RCLB.(0)

en = —————.
" D(Tu(X))
Pokud e, = 1, Vn € N, piipadné lirf en = 1, pak T(X) nazyvame (asymptoticky)
n—+0o0
eficientni.
Véta 2.17 (Bhattacharya). Méjme 6 € © < R, T(X) jako odhad 7(0). Necht ddle existuje

vektor derivaci podle 0 do rddu m: 7 = (T/,T”,...,T(m)). Pak za podobnijch dodateénijch
predpokladu jako v R.-C.N., plati, Ze

D(T(X)) = F(0)I3 (0)(%’(0))T, (Bhattacharyova spodni hranice, BLB,(6)),

kde Ix = Cov ((GH/N)1,)-

2.4 Metoda maximalni vérohodnosti (MLE)

Definice 2.18 (Vérohodnostni funkce). Méjme X7, ..., X;, s odpovidajicim systémem hustot
F = {fx(x,0) : 0 € © c R¥}. Pak definujeme vérohodnostni funkci vztahem

L(#) = f(x,0), resp. L(6,x)=h(x)f(x,0), V0eO, VxeR"
a logaritmickou vérohodnostni funkci vztahem
1(0) =In L(0,x).

Méjme nezavisly ndhodny vybér X, ..., X, id. Pak vérohodnostni funkci muzeme zavést jako
sdruzenou hustotu tohoto vybéru pii dané realizaci x = (z1, ..., xy), tedy

L(0) = | | fx.(2:,0), (L(e) = [ [Po(X; = 2;) - pro diskrétn pffpad> .
=1

i=1

11



2 Metody pro hleddni bodovych odhadu

Definice 2.19 (Maximélné vérohodny odhad). Definujeme maximélné vérohodny odhad
vztahem ~
i, (X) = argsup L(6)
0O
za predpokladu, ze éML je borelovsky méftitelna, jednoznaéna a zavisi na X. Déle pak definu-
jeme maximalné vérohodny odhad parametrické funkce 7(6) jako

T (X) = T(é\ML), tedy MLE je invariantni na transformace 7.

Véta 2.20. Méjme (Xj);fi iid f(x,6p), kde supp fx nezdvisi na 6, In Jf(())é’:o)) € 4. Dile

predpokldddame identifikovatelnost rodiny hustot, tzn.

01 # 03 = Py, # Py, (ruzné parametry definuji riznd rozdélent).
Pak Py, (L(60, ©) > L(0,z)) "=57 1, V6 # 6.

Definice 2.21. Systém hustot F := {f(z,0) : 6 € © c R¥} se nazyvd ML-regularni, ozn.
FM¥, pokud pro néj plati, ze

1. © je oteviend mnozina, supp fx nezavisi na 6,

2. f(x,0) € C® vzhledem k 0 pro Vz € R,

2
3. é%dx =0 a é%dx =0, Ve O, tzn. zaména derivaci a integralu je mozn4,

4. Fisherova informaéni matice Ix (#) je PD a koneéna,
5. (¥00)(3Hy,) (AM(X) € £ (Pg,)) (V0 € HOO)(Hag In f| < M(X), pricemz Eg, M(X) < +oo>.

Definice 2.22. M¢gjme 0, ~ A/\/’(Hg, %C(G)) 0, se nazyvd asymptoticky eficientni, pokud
C(0) = Ix' (60)-

Véta 2.23. Méjme X1, ..., X, iid f(z,00) € FMY. Pak pro kazdé konzistentni esent HA,L(X)

reg *
soustavy vérohodnostnich rovnic LE, plati, Ze

~ 1 : ) 7 !
B~ AN (O 1 00)).metols (030 = 00) 2 0 (0.5

Takové konzistentni resent je tedy AN a dle definice 2.22 i asymptoticky eficientnim odhadem
0o, ozn. OpLe (ELE = eficient likelihood estimator).

Veéta 2.24. Méjme ]-",1,\/6%, 6 € RY. Pak s pravdépodobnosti ey existuje konzistentni resent
LE,.

Jr+

N[Q
no|Q

—Ki Ki :ul_%

12



3 Testovani statistickych hypotéz

3.1 Z3akladni strategie TSH

Definice 3.1. Méjme populaci Q a na ni vlastnost X ~ F, kde F € F. Ozna¢me 0 = 0(F)
parametr modelu, ktery nas zajimé, kde # € © c R*. Oznaéme Hy : 6 € Og jako zdkladni
nulovou hypotézu (null hypothesis) a Hp : 6 € O1, kde ©1 = ©\0y, jako alternativni
hypotézu.

Definice 3.2. Definujeme Ry, jako jev predstavujici zamitnuti Hy (rejection) a Ry, jako
piijeti Hy (acception). Pak kritickou funkci testu definujeme jako pravdépodobnost, ze
zamitneme Hy na zdkladé naméfenych dat x, tzn.

¢(x) :=P(Rp,|X =x)€[0,1], proV¥xedX,

kde X je tzv. vybérovy prostor, X = {x € R" : Jw € Q, X(w) = x}. Déle definujeme
pro test Hy: 0 € ©g vs. Hy : 0 € ©1, © = Og + 04, funkci

P(A) = { 1dP = {I,dP = E[I4]
A Q
A= {Ry,|X = x}

Be(0) := Eg[¢(X)] = Eg[P(Rp,|X = x)] =

] E[E[X|Y]]=EX

= Eo[E[ln,, |X = x] Eo[lr,, ] = Po(Ru,), pro Vo e oO.

Funkce ﬁ¢| o tedy zizeni 84 z © na obor ©1, se nazyva silofunkce testu ¢.

Pokud testujeme hypotézu Hy oproti Hi, mohou nastat 4 navzajem se vylucujici situace:

Zamitame H Nezamitame H
Hy plati Nastava chyba I. druhu Spravny vysledek

Hy neplati Spravny vysledek Nastava chyba II. druhu

Chybu I. druhu povazujeme za kritickou (tu horsi) chybu. Pravdépodobnost chyby I. druhu
vyjadiuje pravé funkce 545‘@0’ coz je zuzeni By z © na obor . Pravé tuto pravdépodobnost
budeme chtit mit pod kontrolou, tzn. pro vhodné malé zvolené ¢islo a € (0,1) pozadujeme,
aby celé ziuzeni B¢| & bylo stejnomérné pod zadanou hranici a. Cislo a nazyvame hladina

vyznamnosti testu Hy versus H; a pozadujeme tedy, aby sup 84(0) < a.
96@0

Pravdépodobnost chyby II. druhu vyjadiuje funkce 1 — B¢| 0, & budeme se ji snazit mini-

malizovat za vazebni podminky 5¢’ 0, S @ na chybu I. druhu.
Shrime strategii testovani Hy : 0 € ©¢ vs. Hy : 6 € ©1 v nasledujici sekci.

13



3 Testovani statistickych hypotéz

3.2 UMP testy pro parametr ¢ = §(F)

Definice 3.3 (UMP strategie testovani Hy vs. Hp). Hleddme takovou optimdalni kritickou
funkei testu ¢*, aby pfi zvolené hladiné vyznamnosti o € (0, 1) byla pravdépodobnost chyby
II. druhu minimélni, tzn. aby pro Vf € ©; bylo (4« (f) stejnomérné na ©; maximalni silou
testu, za podminky, ze pravdépodobnost chyby I. druhu bude stile (stejnomérné na ©)

pod hranici «, tzn.
Yo e @0, 5(]5* (9) < a.

Cislo sup B4« (0) se nazyvé hladina testu (size of test ¢*) a v praxi miize byt ostie pod na-
96@0
stavenou hranici hladiny vyznamnosti testu « (significance level «).

Konkrétni hodnotu By« () pro 6 € ©1 nazyvame sila testu ¢* pro dané 0 € ©1, celé zizeni
B+ | o, pak nazyvame silofunkce testu ¢*.

Pokud takovy test ¢* spliujici uvedené podminky existuje, nazyvdme ho stejnomérné nej-
silngjsim testem Hy oproti Hy, ozn. UMP test (uniformly most powerful test). Situaci UMP
ilustruje obrazek ?77.

Definice 3.4. Pokud ©g je jednoprvkova (1 stav), pak Hp nazveme jednoduchd hypotéza
(simple), v opacném piipadé je Hy slozend hypotéza (composite). Totéz plati pro ©1 a H;
alternativu.

Definice 3.5. Pokud uvazujeme kritickou funkci ve tvaru

1 xeW cR”,
P(x) = .
0 jinak,

pak W nazveme kriticky obor testu (critical region). Je to tedy obor naméfrenych hodnot,
pii kterém zamitdme Hy. Tomuto tvaru testu se fikd nezndhodnény test a o piijeti Hop
rozhodujeme nasledovné:

nastava jev {X € W} = zamitdme Hy,

nastava opacny jev {X ¢ W} = nezamitame Hy.

3.3 Neyman-Pearsonovo lemma (N-PL)

Véta 3.6 (Neyman-Pearsonovo lemma). Méjme dvé hypotézy Hy : 0 = 0y vs. Hy : 6 = 01 a ¢islo
a € (0,1) jako hladinu vjznamnosti testu. Oznacme nyni hustotu pravdépodobnosti fo := f(x, o)
a f1:= f(x,601) obé vzhledem ke vhodné dominugjici mire \. Pak existuje K > 0 a UMP test
o* we tvaru

1 fl > Kf07
o*(x) =<3~y fi=Kfy, tak, Ze Byx(0p) = a.
0 f1<Kfo,

Pokud ¢ je néjaky jing UMP test na hladiné o, pak ¢ je nuiné stejného tvaru jako ¢*
na mnoziné {fi # K fo}. Vyjimkou je situace, kdy ezistuje test ¢ s By(6h) = 1, pricemz
Bg(00) < a, coz znamend, Ze test ¢ nemize dosahnout zadané hranice o pro svou pravdépodobnost
chyby I. druhu tak, jako ji dosahuje test ¢*.
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3 Testovani statistickych hypotéz

Dausledek 3.7. Pokud plati, zZe Py, (f1 = K fo) = 0, pak muzeme psdt

(b*: 1 J:EW*:{fl)KfO}y
0 ze (W*)C = {f1 < Kfo}

Tedy v pripadé, Ze hranice {fi1 = K fo} je nulové Py, miry, potom existuje nezndhodnény test
s UMP kritickou oblasti W* pro testovani Hy versus Hy, pricemZ pravdépodobnost chyby I.
druhu je primo rovna poZadované signifikanci o, By (00) = «, zatimco sila testu Py (01) je
mazximdlni moznd.

3.4 SloZené hypotézy a MLR systémy

Postup pouziti N-PL v praxi pro test z disledku 3.7.

Hleddme takovy test ¢* tvaru

6 (x) = 1 xe{fi=>Kf}=W*. UMP CR,
0 xe{fi <Kfo}=(W*°,

pro ktery je dosazena hladina testu fgx (6p) = o, pficemz sila (silofunkce) testu 3 je optimalni.

1) Nejdiive najdeme tvar W* jako feseni nerovnice fi; = K fy. Ziskdme ho v néjakém tvaru
W* ={T(x) = K'}, resp. W* = {T'(x) < K'}, s blize nespecifikovanou volnou konstantou
K, tedy

{fi=Kfo} ~{T(X) =K'},

resp.
{fi = Kfo} ~{T(X) <K'},

kde T'(X) se nazyvé testovaci statistika.

2) Konkrétni hodnotu K’ pak uréime z rovnice Py, (T(X) > K') = a, resp. Py, (T(X) <
K') = a. K vyfesen{ této nerovnosti viak nutné potiebujeme umét vyjadiit Py, (T > K'),
resp. Py, (T < K') za predpokladu platnosti hypotézy Hp, tzn. pii 6. Odvozeni rozdéleni
T (X) pii Oy se tika ”distributional problem” testovani hypotéz a jde o stézejni ¢dst ispésné
aplikace.

3) V piipadé, ze H; je slozend, tzn. Hy : 6 € ©1, postupujeme takto: volime 6; € O; libo-
volné pevné a testujeme hypotézu Hy : 6 = 6y vs. Hy : # = 01 na hladiné «. Z Neyman-
Pearsonova lemmatu existuje UMP, test ¢*, pfipadné UMPCR W*. Pokud tento ¢*,
piipadné W*, nezavisi na volbé 01, mame findlni UMP,, test pti slozené alternativé Hi.

4) Pokud i Hp je slozend, tzn. Hy : 6 € Og, pak, pokud to lze, jesté navic ukdzeme, ze
sup fyx(0) < «, tzn., ze V0, € O, plati, ze f4x(0)) < a. Pruchodnost boda 3) a 4)
0eOg
zajistuje napiiklad nasledujici koncept MLR.

Definice 3.8. Systém hustot F se nazyvd MLR (Monotone likelihood ratio), pokud
IT(x) : R® — R! tak, ze pro V8 < 61 plati, Ze % je monotonni funkef statistiky 7'(x), tzn.

L
o =9
(likelihood ratio), ozn. LR(x), x € X.

(T(x)), kde ¢ je monotonni. Podil % = ﬁggé% se nazyvd vérohodnostnim pomérem
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3 Testovani statistickych hypotéz

Véta 3.9. Méjme rostouci MLR systém hustot F se statistikou T'(X). Testujeme hypotézu
Hy:0 <0y vs. H : 0> 6y, 0 e R, tzv. jednostrannou hypotézu oproti jednostranné alterna-
tié, na zadané hladiné o € (0,1). Pak existuje UMP,, test ¢* ve tvaru

1 T(z)> K,
¢*(w) = {1 T(z) =K,
0 T(z) <K,
pricemz K a vy jsou urceny podminkou Py« (6p) = o, tzn. Eg,[¢*(X)] = «, tedy
Py, (T(X) > K) + Py, (T(X) = K) +0- Py, (T(X) < K) = a.

Pro pripad klesajictho MLR systému F staci v tvrzeni zameénit nerovnosti za opacné.

3.5 Nestranné UMP testy (UMPU)

vvvvvv

Hy:0=0yvs. H :0+#6) nebo
Hy:0,<0<60yvs. H :0¢ [91,92].
Pro takovéto piipady, kdy alternativni hypotéza H; je tzv. oboustranna (6 < 6; nebo 6 >

02), zpravidla neexistuje stejnomérné nejsilngjsi UMPa test ¢* na hladiné o a jsme nuceni
z optimality UMP testu slevit. Zavedeme proto UMPU testy.

Definice 3.10. Testujme Hy : 0 € Og vs. Hy : 0 € Oy. Test ¢ se nazyva nestranny, pokud
su f) < inf 0).

eegz@b( ) < jnf 5y(0)

Véta 3.11. Kazdy UMP test ¢* je nestranny, tzn. ﬁd’*‘eo < 54)*‘91, tj.

0) < inf 9).
gs;g?) By (0) nf By (0)

Definice 3.12. Stejnomérné nejsilnéjsi test mezi vSemi nestrannymi testy se nazyva UMPU.

(UMP Unbiased).

Véta 3.13. Testujeme hypotézu Ho : 0 = 0y vs. Hy : 0 # 0, kde 0 € © — R a 0y je vnitinim
bodem ©, tedy , 6y € ©°. Necht F je exponencidlni trida hustot z prikladu 7?7 s Q(0) ryze

.. n
rostouct a diferencovatelnou, tedy F,, = {f(zc, 0) Hd [T f(zi, 0)} je MLR systém se statistikou
i=1
T(x) = > T(x;). Pak existuje UMPU, test tvaru

1 T(m) < Kl \Y% T(CB) > KQ,
e T(x) = K,
P () v T(2) = Ko,
(z)

takovy, Ze Bx (0p) = a. Konstanty Ky, Ka,v1,7v2 urcéime tak, aby byla splnéna podminka

P(T(X) < K1) + P(T(X) > K3) + nP(T(X) = K1) + 2P(T(X) = K3) = a.
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3 Testovani statistickych hypotéz

Na zékladé véty 3.13 umime nalézt alesponn UMPU,, optimélni testy mezi vSemi nestrannymi
testy, napt. pro hypotézy ve tvaru

Hy: o= po vs. Hy = pu # po, pii Gaussovském modelu X ~ N (p, 02 zndmé),

Hy: 0% =02 vs. Hy : 0% # 02, pii Gaussovském modelu X ~ N (u zndmé, o%).

17



4 Dalsi metody testovani hypotéz

4.1 Test pomérem vérohodnosti (LRT)

Definice 4.1. Méjme rodinu F = {f(x,0) : 0 € O} a testujme obecnou hypotézu
Hy:0€ ©g vs. Hy : 0 € O na zadané hladiné vyznamnosti a € (0, 1). Zavedme funkci

sup L(6)

66@0

sup L(6)’
96@0U@1

A(x) := kde L(9) = f(x,0)

je vérohodnostni funkei testovaného modelu, zalozenou na vzorku x € X z ndhodného vybéru
X = (X;)j_y iid f(z,0). Definujme test tvaru

1 xe Wy cR?,
Pa(x) =
0 x¢ Wy,

kde Wy = {x € R" : A(x) < K } je takovd, ze pro néjakou konstantu K € [0,1] plati
5¢A‘@0 < a, tzn.

Bw, (8) := By, (0) = Egpa(X) = Py(pa(X) = 1) < o, Y0 € Op.

Takové ¢, pokud existuje, se nazyva LRT test pro testovani Hyx H; na hladiné vyznamnosti
a, ozn. LRT,,. Wy je odpovidajici LRT kritickd oblast tohoto testu (LRT, CR). Pokud nastal
jev {X € Wy}, zamitdame Hy, pokud nastdva opacény jev, pak Hp nezamitneme.

Jde o test zalozeny na limitnich vlastnostech statistického modelu, pficemz smysluplnost
zavedeni tohoto LRT testi vyplyva z lemmatu, dokdzaného v sekci 2 MLE odhadt, které
ik, zZe pro (X]);;OO1 iid f(z,0p), kde supp f je nezavisly na 6, plati, ze

Pao (L(6o) > L(6)) "=571, V0 # 6.

a) Pokud Hj plati, a tedy skute¢nd hodnota parametru 0 lezi jak v O, tak v ©¢ U 1, pak
sup L(6)
A(x) = % = 1 s pravdépodobnosti Py, jdouci k 1 pii n — +c0.
0c09uUO

b) Pokud Hj neplati, a tedy skuteénd hodnota parametru 8y nelezi v O, ale stile je obsazena
ve Og U 01, pak A(x) < K <1 je ostie odrazeno od 1 s pravdépodobnosti Py, jdouci k 1
pii n — +o0. Pravé tak jsme nastavili v definici ¢ kriticky obor Wy pro pfijeti/zamitnuti
Hy.
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4 Dalsi metody testovani hypotéz

4.2 Analyza variance (ANOVA)

Analyza rozptylu (analysis of variance, ANOVA) je metoda, kterd umoznuje zjistit, jestli ma
na Gaussovskou ndhodnou veli¢inu vliv néktery ze znakt u jednotlivych jedinci, napf. zda
na plat zaméstnancu ma vliv dosazené vzdélani, pohlavi, vék apod.

Méjme nezévislé ndhodné vybéry Xii,..., Xin, ~ N (ui702) ,i1el, N = Z{:l n;. Potom
sdruzend hustota z Fy je tvaru

I n;
POy ey 1, 0%) = (200%) ™% exp {—2},2 IONCTE Mi)z} :

i=1j=1

Testujeme hypotézu

Hy:pp=p2=...=pr(=p) vs. H; : alespoii jedna nerovnost
na hlading o € (0,1) za dodatetného piedpokladu o7 = .. = 02 = o2 nezndmé, tzn.

predpokladame homogenitu rozptyla jednotlivych testovanych podskupin i € 1.

Odvozeni ANOVA LRT, testu
Méjme

Alx) = sup{ f (x|pt, fhy ooy 1, 02) : pe R, 02 > 0} ‘
sup{ f(x|p1, pra, ..y pur,02) = p; € Ry 02 > 0}
P#i feseni extrému prostfednictvim diferencidlniho poétu o, f = 0 v ¢itateli ziskdme 2 rovnice
a ve jmenovateli I + 1 rovnic, které vyfesime a ptislusné hodnoty maximalné vérohodnych
odhadi 1,52, resp. [i;, 02, i € I, zpétné dosadime do A(x). Déle potom nalezneme tvar LRT
kritické oblasti W = {x : A(x) < K }, kdy plati

Ax)< K = = C,
<K = Fab) =
kde
I I n; 1 ng 1 I n;
SA:ZTL’L'(EZ'_E)27 SEZZZ(IEZ‘j—fi)z, Ei:;i,2$ij’ a EZNZE.’E”
i=1 i=1j5=1 7j=1 i=1j5=1
PRIKLAD 4.2. Distribuéni problém tohoto LRT testu ANOVA spocivd v odvozeni rozdéleni
testovaci statistiky JFa(x) za predpokladu platnosti Hy : gy = ... = puy = p. Postupujeme
nasledovné:
I n; I n; L L I n; L I n; L L I L
Z Z XzQJ = Z Z(X” —X; +Xi)2 = Z Z(XU _Xi)2 + 22 Z XZ(X” —XZ) +ZniX1~2 =
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1
0
I n; L I L _ _
= Z Z(XZ] —Xi)2+2ni(Xi - X +X)2 =
i=1j=1 i=1
lese

I I I 3
—_— p— p— p— :2
= Se+Zni(Xi_X)2+2ZniX(Xi_X)+ZX n; = S€+SA+Q3 = ZQ,,
=1 g \1:1 g y =1 =1
Q2=Sa 0 NT s
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4 Dalsi metody testovani hypotéz

coz je soucet tif kvadratickych forem. D4 se ukédzat (viz linedrni algebra), ze soucet hodnosti
téchto ti{ kvadratickych forem dava plnou dimenzi tlohy N,

3
D Th(Qi) = h(Se) + h(Sa) + h(Q3) = (N —I) + (I —1)+1=N.
=1

7Z Cochranovy véty pak vyplyva, ze Q; jsou nezavislé a Q;(X) ~ x? (h(Qi)), dusledkem ¢ehoz

_Sa/I-1) XU -1)/UI-1)

Fa¥)| g, = S/(N=1) ~ X2(N=1)/(N 1)

~FI-1,N-1),

tedy Fa(x) mé za platnosti Hy Fisherovo rozdéleni s (I — 1) a (N — I) stupni volnosti.

Nyn{ hleddme konstantu C tak, aby platilo Py, (FA(X) = C) = a, coz vede na LRT kriticky
obor Wy = {x: Fpx(x) =2Fi_o({ —1,N —1)}, kde F1_, znaci (1 — «a)-kvantil ptislusného
Fisherova rozdéleni F. Skon¢i-li experiment v tomto kritickém oboru, pak zamitdme Hy.

4.3 Dvouvybé&rové testy (2 x N7)

Dvouvybérovy neparovy t-test porovnava stfedni hodnoty dvou Gaussovskych vybéru.
Piikladem toho muze byt tieba stiedni hodnota tlaku krve u kufdku a nekuiaku, atp.

PRIKLAD 4.3 (Dvouvybérovy t-test). Uvazujme dva ndhodné vybéry ze dvou ruznych Gaus-
sovskych distribuci

2 2
.. - o ny—1)s
X1,y Xy zzd/\/(ul,a%) = X1 ~N (Ml,nl> , # ~x*ni — 1,
1
_ 2 -1 2
Yi,...,YnQ ZZdN(/,LQ,O'%) = Y2 NN (HZ’ZQ> s u ~ X2n2 — 1.
2

Budeme testovat hypotézu shodnosti stiednich hodnot obou souboru Hy : p1 = pe vs. Hiy :
p1 # po na hladiné a. Rozlisujeme tii pripady:

a) Zname-li 07,02, potom
X1 = Yo — (1 — p2)

’\’N(O,l),

PR J— 2 2
protoze z reprodukéni vlastnosti N vime, ze (X7 —Y2) ~ N (,u1 — 2, % + 0—2).

n2
Pii Hp : 1 = po pak nalezneme rozdéleni testovaci statistiky

X1—-Y

U=UXY)= ~N(0,1).

91
n1 ' ng
Vyfesenim rovnice P (|U| > K,) = « dostaneme K, = u1—g s naslednym RT kritickym

oborem W, = {(x, y) U, y)| > u-q }, kde u; o znaéi prislusny kvantil V' (0, 1) rozdélent.
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b)

4 Dalsi metody testovani hypotéz

Pokud nezndme 02,03, ale vime, ze 07 = 03 = o2 (analogie ANOVA pro I = 2, kde o2

nezname), pak volime testovaci statistiku jako
X1 =Y,
1 1
S\t s
2

1)s2 _
kde s2 = ™ 2;_1;&22 D92 ge nazyvé pooled sample variance. Studentovo t(ny + ng — 2)

rozdéleni plyne z faktu, ze T = S%, pricemz

T=T(X,Y) = ~ t(n1 + ng — 2) pii platnosti Ho,

(n1+mng2—2) : = [(711 — 1)8% (n2 1)8%

s id
= | R | 1) 2 ) N - 2),
o of o3
coz plyne z reprodukéni vlastnosti x? rozdéleni. Podobné jako v a) dostavame RT kriticky
obor W, = {|T(x, y)| =tia(n +ne — 2)}7 kde t;_o znaéf kvanil prislusného ¢(ni +ns —

2) Studentova rozdéleni.

Pokud 02,02 nezname, ale vime, ze 07 # 03, pak uzivame testovaci statistiku

X, - Y,
T, =T,(X,Y) = —L—"2 _t(v) (Welchova aproximace),

2 2
8714_572
ni nag

kde

1 ﬁ 2+ 1 é 2
ni—1\ np nao—1 \ ng

Nésledny kriticky obor W, = {]T v = tl,%(u)} definuje dvouvybérovy t-test. Pro ne-

celociselné v interpolujeme ¢(v) z hodnot sousednich ¢([v]) a ¢([v] + 1).

PRIKLAD 4.4 (Test homogenity rozptylu = F-test). Za stejnych predpokladu jako u dvouvybérového
t-testu z piikladu 4.3 testujeme hypotézu homogenity rozptyli dvou Gaussovskych vybéra

Hy: 0% =05 vs. Hy : 0% # 03 na hladiné « € (0, 1).

Testovaci statistiku volime

2 si2 ("1_21)8% 1 x*(n1-1)
S Hy o g ng — nyp—1 id
Flo=F(X,Y)=-L=|Hy:0? = 03| == L = N ~ < F(ni—1,n9—1
2 (X, Y) s3 0- 2 55 (me—D)si pyp —1  xX2(n2—D) (m—1,n2—1),
U% o-g no—1

za platnosti Hy. Pak RT kriticky obor F-testu je pfi symetrické volbé kvantili Fisherova F
rozdéleni

Wo = {(x,¥) s F(x,y) > F1_g(m — Lny = 1) nebo F(x,y) < Fg(n1 —1,nz2 — 1)},

. . 3 L. . s.7.
viz obrdzek 4.1. Tuto volbu odtvodiuje fakt, Ze 57, 2, 02, aEs?, =0%,.
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4 Dalsi metody testovani hypotéz

Fisherova distribuce
F12 ~ F(n1 — 1,712 — 1)

0 Ky, 1 Ky
Obrézek 4.1: Kriticky obor F-testu homogenity rozptylu.

4.4 Test koeficientu korelace (\5)

Predpokladejme (X, Y;)" 3)i- did Na(p, pi2, 02, 03, 0) z dvourozmérného nedegenerovaného Gaus-
sova rozdéleni pii o1 > 0, g9 > 0, |o| < 1. Testujeme nekorelovanost X,Y, tzn. nulovou
hodnotu korela¢niho koeficientu ¢ = o(X,Y):

Hy:0=0vs. H :0#0 (tzn. test nezdvislosti X a Y v Ny modelu)

na hladiné vyznamnosti o € (0, 1).
Odvodime LRT test Hy:
Logaritmickd vérohodnostn{ funkce modelu Na(p1, p2, a%, a%, 0) ptioznaceni 0§ = (u1, po, O'%, a%, 0)
je
n

— n R 2 L 2
16) = L(6) = 5 ! 2)[2 (s U%’”) +Y (Yjagm)_

1-¢ j=1 j=1
_292 (X — p1)(Y; — Mz)] — nln(2roy0, N2 2).
01092

Nésledné vyhodnotime vyraz

Ax,y) — sup{L(0) : ul,ug,al,az, =0} 4 rovnice typu 0,InL =0
" sup{L(0) : p1, pa, 07,03, o] < 1} 5 rovnic typu ;InL =0

Resenfm obou extrémi jsou MLE odhady: iy = X,,, fiz = Yy, 07 = Ug ¥ 803 = an y a dale
S (X = Xa)(Y) = Ya) _ Covxy
IS AT A AR

ktery se nazyvé Pearsonuv vybérovy koeficient korelace. Dosazenim téchto odhadu
do A(x,y) ziskdme

@\XY = (X Y

IUA(X7Y) = lnL(ﬁluﬁQaalaazu 0= 0) - 111L(ﬁ]_,ﬁ2,81,&27§)(y) =

= —nlIn(276102) + nln(2ﬁ3132\/@) =

R loxy|vn —2

L= 0%y

:gln(l—ﬁgcy) <K < |oxy|=K > K",
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4 Dalsi metody testovani hypotéz

kde K, K', K" jsou vhodné konstanty nezavislé na (x,y). Lze ukézat, ze pii platnosti Hy :
o0 = 0 ma testovaci LRT statistika rozdéleni

O/ —2
T=T(X,Y) =2V 2 4 —2),

\/1_§§(Y

tedy Studentovo rozdéleni s (n — 2) stupni volnosti. To vede na kriticky obor testu Hp : o = 0
ve tvaru

Wa = {3 1T Y| = 0o (n =2}

opét s pouzitim (1 — %)—kvantilu piislusného Studentova rozdéleni.
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5 Asymptotické testy hypotéz

5.1 Asymptotické testy stfednich hodnot iid %,

Véta 5.1 (Jednovybérovy asymptoticky test u = o). Méjme nahodnyg vijbér X1, ..., X, iid Lo
pochdzejici z libovolného rozdéleni s EX; = p a s koneéngm rozptylem DX; = 0% > 0, ktery
je neznamy. Testujeme hypotézu Hy : pn = pg vs. Hy @ p # po (resp. p 2 po apod.) na hladiné
a € (0,1). Pak testovact statistika

T, = To(X) = v 2210 2 5 (0,1)

Sn

za platnosti Hy. Ndsledné test Hy : p = po, zaloZeny na kritické oblasti W, = {\Tn(w)| > ul_%},

kde u—o znaci kvantil N (0,1), zamitd Hy na asymptotické hladiné «.

Véta 5.2. Necht X a'Y jsou nezdvislé z £ a méjme dva ndhodné vybéry (napf. testovaci
a kontrolni) (X;), iid % (u1,0% > 0) a (Y5)72, did L (p2, 05 > 0). Pak

X1 — Yy — (ug — .
Tio =T2(X,Y) = o G ) 2’/\/’(0’ 1), Pri ny, ng — +00.

Dausledek 5.3 (Dvouvybérovy asymptoticky test py = po). Diky vété 5.2 lze zkonstruovat
asymptoticky test pro testovdni hypotézy Hy : p1 = pa v obecném L5 modelu, kdy mdme
k dispozici dva nezdvislé ndhodné vybéry ze dvou potencidlné zcela typové odlisngch libovolngch
ditribuci F x a Fy, o kterych vime pouze to, Ze obé distribuce maji koneéné nezndmé rozptyly
02 >0, 03 > 0. Test Hy : p1 = 2, zaloZeny na kritické oblasti

T — Y2
EIER
ni ng

zamitd Hy na asymptotické hladiné o. Hranice zamitnuti (G zde opét oznacuje prislusniy
kvantil Gaussova rozdéleni N (0,1).

Wa = {|T12(CU7 y)| = Ul—%}, kde T1a(z, y) =

5.2 Asymptoticky LRT a Waldiiv test v R”

Véta 5.4. Méjme 0 € © < R* q testujeme hypotézu Hy : 6 = 6y vs. Hy : 0 # 6y na zdkladé
ndhodného vybéru Xi,..., X, iid f € F. Necht jsou ddle splnény predpoklady z véty 2.2/
o asymptotické normalité MLE odhadu, tedy F = .7-"%;, a necht 1(0) je spojitd (kx k Fisherova
informacni matice) v bodé 0y. Pak za platnosti Hy plati

An(X) = —2In A(X) 2 (k).
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5 Asymptotické testy hypotéz

Dausledek 5.5 (Asymptoticky LRT). Za predpokladi véty 5./ je test hypotézy
Hy:0 =0 vs. Hy : 0 # 0y, zaloZeny na kritické oblasti

Wa = {2: (@) = P ()},

kde x3_, (k) znaci (1 — a)-kvantil prislusného x*(k) rozdélend, je tzv. asymptotickym LRT
testem, ktery zamitd Hy na asymptotické hladiné o.

5.3 Testy dobré shody (GoF)

Definice 5.6. Méjme ndhodnou velicinu (vlastnost) X na (£2,.4,P) a piislusny ndhodny
vybér Xi,..., X, pochézejici z néjaké neznamé distribuce F. Volme jednu konkrétni distribuci
Fo € F. Pak test hypotézy

Hy:F=F, V8. Hy:F #Fy (resp. F =Fy)

se nazyva testem dobré shody (GoF - Goodness-of-Fit) modelu Fy. Opét volime hladinu
vyznamnosti o € (0,1) a testujeme Hp na této signifikantni hranici pro chybu I.druhu. Tedy,
za kritickou chybu povazujeme rozhodnuti o zamitnuti modelu Fy, pfestoze ten je spravny.

x2-testy GoF

Za jeden z nejznaméjsich GoF testii lze povazovat nasledujici y2-test, ktery pievadi celou
ulohu na specificky asymptotickyj test v Multinomickém parametrickém modelu za cenu jistého
binovani (diskretizace) dostupného ndhodného vybéru X. Ozna¢me Hx obor hodnot ndhodné
veliciny X ~ F a vytvoime déleni {A1, ..., Ay} oboru hodnot Hx na k disjunktnich boxu ¢
tfid (binu). Déle zavedeme

Dy Z]P)F(XEAJ‘), DPoj ZPFO(XEAj), Vye@

Méjme nyni k dispozici ndhodny vybér X = (X;)™ ; iid F a necht

Yy =#{i: Xie A} =) {X;e Aj} =D 14, (X))
i=1 i=1

je pocet téch pozorovani X; z {Xi,...,X,}, kterd se vyskytuji v j-tém binu A;, j € k.
Vzhledem k iid predpokladu pro jednotliva X; pak plyne, ze kazdé Y; ~ Bi(n, pj), a proto i cely
vektor Y = (Y1,...,Y%) md Multinomické rozdéleni rozdéleni Y ~ Mult(n, p), pii oznaceni
p = (p1,..-,pr). Namisto testu Hy : F = Fg vs. Hy : F # Fy pak testujeme parametrickou
hypotézu na hladiné a > 0

Hy:p=po Vs. Hy:p # po kde po = (po1, - - -, Pok)

v Multinomickém modelu Y ~ Mult(n, p), pficemz Zlf pj = Zlf poj = 1.
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5 Asymptotické testy hypotéz

Véta 5.7. Necht p; = Yj/n znac¢i MLE odhady parametri p; v binomickém modelu Bi(n, p;),
Vj € k. Ndsledugjici tri testovact statistiky v Mult(n, p) modelu

kB — )2 E (Ve — npns)?
XQ(Y) = 771(])] Po;) = Z 7( j — 1poj) (Pearsonova),
j=1 Doy =1 npoj
kB — )2 E (Ve — npns)?
QQ(Y) _ Z n(p] _ po]) _ ( J np()]) (Neymanova),
j=1 pPj j=1 Yj

>
3
<
S—
I
|
[\
B
=
—
=
[
|
[\
—_
B
I E
VR
>‘”3
(e}
<
N—
S
3
|

b k
npo;
==2>» Yiln|— LRT stat.),
3y () )

jsou za platnosti Hy : p = po asymptoticky ekvivalentni a vsechny konverguji v distribuci
k limitnimu x2(k — 1) rozdélent.

Diisledek 5.8 (Pearson x? GoF). Test Hy : p = po zaloZenyj na kritické oblasti

W, = {y XAY) = (k- 1)} (X3_,, znaci kvantil x* rozdélent)
je asymptotickym Pearsonovim x?-testem dobré shody dosahujicim asymptotické signifikance
a. Podobné pro X*(Y) a M\ (Y) testovact statistiky.

Jde o asymptoticky test, tedy je vyzadovan jednak dostatecny pocet n pozorovani (z;)7,
obvykle alespoii n > 50, a soucasné by méla byt splnéna podminka npg; = 5, Vj € k. Hodnoty
testovacich statistik x2(y) a X?(y) predstavuji soucet vazenych kvadratickych odchylek tzv.
pozorovanych cetnosti y; od teoretickych cetnosti npg; pres vSechny biny A;, j € k.

5.4 Modifikace y>-testii dobré shody

Pokud potiebujeme testovat shodu dat s modelem ve slozené podobé, tzn.
Hy:F=Fy wvs. Hi:F#Fy na hladiné «a € (0, 1),

kde 6 € © c R® je nezndmy parametr takovy, ze dim(©) = s, pak postup testovani upravime
nasledovné. Oznacime opét

pj =Pr(X €4)),  po=poj(0) =P, (X €4)), Vjek,

kde nyni p = (p1,...,pk) a po = po(f) = (p01(9),...,p0k(9)). Na zakladé binovanych
ndhodnych veli¢in (Y])f:1 testujeme v Mult(n, p) modelu parametrickou hypotézu

Hy:p=mpo(0) vs. Hy:p#po(d) na hladiné o > 0.

Protoze vSak nyni vektor pg je funkci neznamého parametru 6, musime tento parametr od-
hadnout za platnosti Hp. Takovy vhodny odhad gn = gn(Y) by meél disponovat dostatecné
dobrymi asymptotickymi vlastnostmi pii n — +00. Dostupnou realizaci odhadu §n(y) pak
dosadime do funkce pg(f) a testujeme jiz jednoduchou bodovou hypotézu v Multinomickém
modelu na hladiné «

Hy:p=po vs. Hp:p# Do, kde Bo = Po(0n(y))-

Toto zaneseni odhadu gn do testované hypotézy Hy vSak modifikuje asymptotické vlastnosti
pouzitych testovacich statistik.
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5 Asymptotické testy hypotéz

Véta 5.9. Méjme test Hy : p = po vs. Hi : p # Po za vyse uvedenyjch podminek, kdy
dim(©) = s. Necht 0,, znaci mazimdiné vérohodnyj odhad O\, (Y) za platnosti Hy. Pak testo-
vact statistika

k ~ N2
Y —npoj)”
XZ(Y) _ ZMHXQ(]{:_S_H
a test zaloZeny na kritické oblasti
Wy = {y X(y) =X (k-5 — 1)} (x?_,, znaci kvantil x* rozdélent)

je Pearsonovym x>-testem dobré shody dosahujicim asymptotické signifikance o. Podobné
pro testovact statistiky Y*(Y) a A\ (Y).
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6 Konfidenéni mnoziny, Intervaly spolehlivosti

Bodové odhady 9An(X) = én, resp. T,,(X) = T, sice poskytuji odhad hodnoty daného para-
metru, nicméné napriklad ve spojitém statistickém modelu (ASR)) vzdy plati, ze

P(0n(X) = 6p) = 0, V8o, resp. P(T,(X) = 7(6)) = 0, V6 € ©. Z tohoto divodu se zavddi
tzv. interval spolehlivosti, coz je interval, ve kterém se neznamy parametr 6 nachdzi s nami
zadanou pravdépodobnosti (napiiklad 95%). Presnost takového odhadu je pak dan sifkou
tohoto intervalu.

Definice 6.1. Necht X = (X1,...,X,,) ~ P e & na (9, A), oznacme 0 = §(P) € © c R!
funkciondl na 2, resp. # € © — R*. Oznacime Bg systém borelovskych podmnozin © a zvolime
¢islo v € (0,1). Pak C(X) € Bg se nazyva konfidenéni mnozina (CM;_,) pro # na hladiné
(1 — o), pokud

]Piél;IP’(H eC(X))>1-a.

Cislo IPi)nfz P(# € C(X)) se pak nazyvé konfidenéni koeficient (koeficient spolehlivosti). Po-
c 9

kud specidlné C(X) = [6(X),0(X)] < ©, nazveme ji konfidenéni interval (CI;_,) (interval
spolehlivosti) na hladiné 1 — a.

6.1 Konstukce CM;_, pomoci pivoti (PQ)

Definice 6.2. Borelovsky méritelna funkce R (X, 0) se nazyva pivotdlni veli¢ina (pivot) (PQ)
pro parametr 6, pokud rozdéleni R (X, ) nezavisi na volbé P e .

Metoda konstrukce CM;_, pro 0:

1) Nalezneme vhodnou pivotdlni veli¢inu R(X, 6), pokud takova existuje.

2) Volime pevné P € & a najdeme konstanty ci, co takové, ze plati

IP’(cl < R(X,0) < cz) >1—cq«, piipadné P(cl <R(X,0) < 02) =1-o.

3) Pak C(X) = {e €0: o <R(X,0) < C2} je OM_a.

Problémy konstrukce C(X):
a) existence alespon jednoho pivotu R(X,#),

b) existence mnoha ruznych R (X, #): tedy nevime, kterou z nich v konstrukci C(X) pouzit,
tzn. kterd poskytuje nejmensi stiedni objem/délku C'(X),

c) volba ¢, ¢g: kritériem muze byt napiiklad «/2-symetrie, tzn. volba ¢y, co tak, aby

P(R(X,0) > c2) = § aP(R(X,0) <c1) = %.
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6 Konfiden¢ni mnoziny, Intervaly spolehlivosti

d) vypocet C(X) ze soustavy nerovnic ¢; < R(X,0) < co: pokud je R(X,6) napfi. ryze
rostouci v proménné 0 € R, pak C(X) = {6 R e, X) <0 < R_l(CQ,X)}. Podobné
pro funkci R(X, #) regularni a prostou vzhledem k 6 € R,

6.2 Konstrukce CM;_, pomoci TSH ¢,

Definice 6.3. Nechf ¢(x) je test hypotézy Hy vs. Hy. Pak mnozinu A(Hy) = {x : ¢(x) < 1}
nazyvame pripustnd oblast testu ¢ (ozn. AR - acceptance region). Specidlné pro test
Hy : 0 = 6y oznacime piipustnou oblast AR jako A(6p).

Méjme nyni nas statisticky model P € &, parametr zajmu 6 = 6(P) a ndhodny vybér
X1, X, iid Py
Metoda konstrukce CM;_, pro 0:

1. Volime 6y € © libovolné pevné.

2. Testujeme Hy : # = 6y na hladiné vyznamnosti «. Prislusny test oznacime ¢, resp. W,
pro pripad nezndhodnéného testu.

3. Vyjddiime A(fy) pro test ¢q, resp. W, pii libovolném 6y € ©. Tim ziskdme A(#) pro V6 €
O.

4. Pak C(X) = {#€©: X e A(A)} je CM _, pro 0. Navic, pokud je test ¢, neznidhodnény
a je na hladiné «, B4, (6p) = o pro Vb € O, pak uvedend C(X) je CM;i_, s konfidené¢nim
koeficientem rovnym (1 — «).

6.3 Asymptotické konfidenéni mnoziny

Definice 6.4. Méjme P e & na (Q,A), § = (P) € © c R}, resp. © c R¥ a Bg Borelovské.
Méjme X1,...., X, ~Pe P aae (0,1). Pak C(X) € Bg se nazyvd asymptoticka CM;_,,
ozn ACM;_,, pokud pro

VPe 2, lim P(leC(X))>1-a

n——+00

Metody konstrukce:

I) Najdeme takovou vhodnou ndhodnou veli¢inu R, (X, 0), kterd je asymptoticky pi-
votalni veli¢inou (ozn. APQ), tzn. jeji limitni rozdéleni nezdvisi na P e &:

Rn(X,0) 5 G, kde G nezdvisi na P e 2.

Toto limitni G pouzijeme pro konstrukci ACM;_, stejné jako v piipadé neasympto-
tickych CM_4 (viz sekce 6.1).

IT) Stejné jako v sekci 6.2, pro konstrukci ACM;_, pouzijeme piipustnou oblast A(6y)
zalozenou na asymptotickém testu ¢, dosahujicim asymptotické hladiny « pro testovani
Hy: 0 =6y Tedy C(X) = {#e0©:Xe A()}, kde A(0) je AR asymptotického testu
da, je ACM;_, pro parametr 6.
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