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Předmluva

Materiál byl sestaven z přednášek Ing. Václava Kůse Ph.D., které proběhly v zimńım semestru
akademického roku 2019/2020 na Fakultě jaderné a fyzikálně inženýrské ČVUT v Praze.

Tento učebńı text je určen posluchač̊um 3. ročńıku základńıho studia navštěvuj́ıćım kurs
01MIP Mı́ra a pravděpodobnost, který je zařazen mezi předměty obor̊u AMSM a MM. Při
sestavováńı textu se předpokládaly znalosti základ̊u matematiky na úrovni absolvováńı kurz̊u
01MAB2-4 a LAB1-2.

Doporučená literatura:

(1)

iii



1 Axiomy pravděpodobnostńıho prostoru

Věta 1.1. Definujeme základńı operace:

1. Ac je komplementárńı jev (opačný Ā), ω P Ac ô ω R A

2. A Ă B, pω P A ñ ω P Bq

3. A “ B, pA Ă Bq ^ pB Ă Aq

4. AXB, jev, kdy A a B nastane současně

5. AXB “ ∅, ř́ıkáme, že A,B jsou neslučitelné(disjunktńı)

6. A´B “ AXBc

7. AYB označuje jev, kdy nastává A nebo B (ω P AYB, pokud ω P A_ ω P B)

pro neslučitelné A,B znač́ıme A`B, pro disjunktńı Aj dále
`8
Ť

j“1
Aj “

`8
ř

j“1
Aj

8. A4B “ pA´Bq ` pB ´Aq

9. AXAc “ ∅, AYAc “ Ω, AX Ω “ A, AX ∅ “ ∅

Plat́ı tedy komutativita, distribuce, asociace apod.

Definice 1.2. Bud’ Ω základńı množina. Necht’ dále A Ă 2Ω splňuje následuj́ıćı axiomy:

1) Ω P A

2) @A P A ñ Ac P A

3) pAjq
`8
j“1 Ă A ñ

`8
Ť

j“1
Aj P A

Potom A nazveme σ-algebrou (jev̊u). Pokud plat́ı

3*) pAjq
n
j“1 Ă A ñ

n
Ť

j“1
Aj P A,

pak A nazveme algebra.

Věta 1.3. Necht’ A je σ-algebra a Ω základńı množina. Potom plat́ı, že

1) ∅ P A,

2) A,B P A ñ A´B P A,

3)
n
Ť

j“1
Aj P A @Aj P A,
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1 Axiomy pravděpodobnostńıho prostoru

4) pAjq
`8
j“1 Ă A ñ

`8
Ş

j“1
Aj P A,

5)
n
Ş

j“1
Aj P A @Aj P A.

Definice 1.4. Mějme Ω,A jako σ-algebru. Potom libovolnou funkci P : A Ñ R splňuj́ıćı
axiomy

K1) PpΩq “ 1

K2) p@A P AqpPpAq ě 0q

K3) (σ-aditivita): P
´`8
ř

j“1
Aj

¯

“
`8
ř

j“1
PpAjq @pAjq

`8
j“1 Ă A disjunktńı

nazveme pravděpodobnostńı mı́rou (pravděpodobnost́ı) na pΩ,Aq. Pokud neńı splněna
pouze podmı́nka K1), potom ji nazveme mı́rou obecnou a znač́ıme µ.

Věta 1.5. Mějme pΩ,A,Pq. Potom pro pravděpodobnostńı mı́ru plat́ı

1. Pp∅q “ 0

2. P
´ n
ř

j“1
Aj

¯

“
n
ř

j“1
PpAjq pro Aj disjunktńı (aditivita P)

3. A Ă B ñ PpAq ď PpBq (monotonie P)

4. A Ă B ñ PpB ´Aq “ PpBq ´ PpAq

5. p@A P AqpPpAq ď 1q (omezená, normovaná na 1)

6. p@A P Aq
`

PpAcq “ 1´ PpAq
˘

(komplementarita)

Věta 1.6. Mějme pΩ,A,Pq. Pak plat́ı, že

1. PpAYBq “ PpAq ` PpBq ´ PpAXBq @A,B P A

2. Booleova nerovnost:

P
´

n,`8
ď

j“1

Aj

¯

ď

n,`8
ÿ

j“1

PpAjq @pAjq
n,`8
j“1 Ă A

Věta 1.7. Mějme pΩ,A,Pq. Potom pokud

a) An Œ A
´

tzn. An Ą An`1, A “
`8
Ş

n“1
An

¯

, pak lim
nÑ`8

PpAnq “ PpAq pP je spojitá shoraq

b) An Õ A
´

tzn. An Ă An`1, A “
`8
Ť

n“1
An

¯

, pak lim
nÑ`8

PpAnq “ PpAq pP je spojitá zdolaq
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1 Axiomy pravděpodobnostńıho prostoru

Definice 1.8. Necht’ A,B P A, PpBq ą 0. Potom definujeme

PpA|Bq :“
PpAXBq

PpBq

jako podmı́něnou pravděpodobnost jevu A za předpokladu jevu B.

Věta 1.9 (Součinové pravidlo). Necht’ A1, ..., An P A a zároveň PpA1 X ... X An´1q ą 0.
Potom

PpA1 X ...XAnq “ PpA1qPpA2|A1qPpA3|A2, A1q...PpAn|A1, ..., An´1q

Věta 1.10 (O úplném rozkladu). Necht’ pHkq
n,`8
k“1 tvoř́ı tzv. úplný rozklad Ω, tzn. Hk jsou

navzájem neslučitelné, dále PpHkq ą 0, P
´n,`8

ř

j“1
Hk

¯

“ 1 (nemuśı zahrnovat množiny s nulo-

vou pravděpodobnost́ı), A P A. Potom

PpAq “

n,`8
ÿ

k“1

PpA|HkqPpHkq

Věta 1.11 (Bayesova,1763). Mějme pHkq
n,`8
k“1 jako úplný rozklad Ω, A P A, PpAq ą 0.

Potom @k P N plat́ı, že

PpHk|Aq “
PpA|HkqPpHkq

n,`8
ř

j“1
PpA|HjqPpHjq

Definice 1.12. Necht’ C je systém jev̊u z A (A-měřitelné množiny). Pak ř́ıkáme, že jevy v C
jsou (vzájemně) nezávislé, pokud @k P N, @pAjqkj“1 Ă C plat́ı, že

P
´

k
č

j“1

Aj

¯

“

k
ź

j“1

PpAjq.

Věta 1.13. Pokud A,B jsou neslučitelné jevy, pak A,B jsou nezávislé ô PpAqPpBq “ 0.

Věta 1.14. Mějme A,B P A tak, že PpBq “ 0 nebo PpBq “ 1. Potom A,B jsou nezávislé
jevy.

Věta 1.15. A,B P A jsou nezávislé právě tehdy, když A,Bc jsou nezávislé.

Důsledek 1.16. V C lze zaměnit jevy za komplementárńı jevy a nezávilost z̊ustane v platnosti.

Věta 1.17. Pokud A,B jsou nezávislé a PpBq ą 0, tak PpA|Bq “ PpAq.

Věta 1.18. Mějme A,B P A, PpBq ą 0, PpA|Bq “ PpAq. Pak A,B jsou nezávislé.

Definice 1.19. Mějme C1 a C2 jako soubory jev̊u. Ř́ıkáme, že C1, C2 jsou nezávislé, pokud
@A P C1, @B P C2 jsou A,B nezávislé. pCjq

n,`8
j“1 jsou nezávislé, pokud @k P N, @i P k̂, @Aji P Cji

plat́ı, že Aj1 , ..., Ajk jsou nezávislé.

Definice 1.20. Mějme pΩ,A,Pq, pAnq`8n“1 Ă A. Definujeme

lim sup
nÑ`8

An “ lim
nÑ`8

ď

kěn

Ak “
č

ně1

ď

kěn

Ak “ tAn i.o. (infinitely often)u
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1 Axiomy pravděpodobnostńıho prostoru

Věta 1.21 (Borel-Cantelliho lemma). Bud’ pAnqně1 P A.

a) Pokud
`8
ř

n“1
PpAnq ă `8, pak P

`

tAn i.o.u
˘

“ 0.

b) Pokud pAnq
`8
n“1 jsou stochasticky nezávislé, pak

`8
ÿ

n“1

PpAnq “ `8 ñ P
`

tAn i.o.u
˘

“ 1.
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2 Vsuvka do teorie ḿıry

Definice 2.1. Necht’ τ ‰ ∅ je libovolný systém z 2Ω. Definujeme σpτq “
Ş

α
Aα, kde Aα jsou

σ-algebry takové, že τ Ă Aα. Množinu σpτq nazýváme minimálńı σ-algebrou nad systémem
τ .

Definice 2.2. Mějme Ω “ Rn a definujme τ :“ t
n
Ś

i“1
pai, biq : ai, bi P Ru. Potom σpτq

ozn
“Bn,

kde Bn nazveme borelovská σ-algebra v Rn. Na prostoru pΩ, τq, kde τ je topologie, pak
definujeme σpτq “ B.

Definice 2.3. Funkce g : Ω Ñ Rn se nazývá A-měřitelná, pokud p@B P Bnq
`

g´1pBq P A
˘

.
Pokud A je borelovská σ-algebra, potom g nazýváme borelovsky měřitelnou funkćı.

Definice 2.4. Mějme funkci X : pΩ,Aq Ñ pRn,Bnq. Potom X se nazývá náhodnou veličinou
(A-měřitelnou funkćı) na pΩ,Aq, pokud p@B P Bnq

`

X´1pBq P A
˘

.
Pokud A je borelovská σ-algebra, pak X jako náhodná veličina (n.v.) je borelovsky měřitelnou
funkćı.

Věta 2.5. Necht’ ∅ ‰ τ Ă 2R a τ generuje B, tedy σpτq “ B. Potom

X je n.v. ô p@B P τq
´

X´1pBq P A
¯

.

Definice 2.6. Necht’ X : pΩ,Aq Ñ pRn,Bnq. Označ́ıme dále X´1pBnq “ tX´1pBq : B P Bnu a
nazveme ji σ-algebra generovaná náhodnou veličinou X, tedy

X je n.v. ô X´1pBnq Ă A 2.5
ô X´1pτq Ă A pro libovolné τ ‰ ∅, které generuje Bn.

Věta 2.7. V R1 definujeme následuj́ıćı systémy:

1) τ1 “ tp´8, bs : b P Ru

2) τ2 “ tp´8, bq : b P Ru

3) τ3 “ trb,`8q : b P Ru

4) τ4 “ tpb,`8q : b P Ru

5) τ5 “ tpa, bs : a, b P Ru

6) τ6 “ tA Ă R : A otevřenáu.

Pak p@j P 6̂qpσpτjq “ Bq.

Důsledek 2.8. X je n.v. na pΩ,Aq ô p@b P Rq
´

X´1
`

p´8, bs
˘

“ tω : Xpωq ď bu P A
¯

ô

ô p@a, b P R, a ă bq
´

tω : a ď Xpωq ď bu P A
¯
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2 Vsuvka do teorie mı́ry

Definice 2.9. Mějme pΩ,Aq, A Ă 2Ω. Definujeme funkci

IApωq “

#

1 ω P A

0 ω R A
, @A P A

jako indikátor A.

Věta 2.10. IA je náhodná veličina ô A P A (jev A).

Věta 2.11. Necht’ X : pΩ,Aq Ñ pRn,Bnq je náhodná veličina a g : Rn Ñ R je borelovsky
měřitelná funkce. Pak gpXq “ g ˝ X je náhodná veličina na pΩ,Aq.

Důsledek 2.12. Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny na pΩ,Aq. Pak libovolná spojitá funkce
gpX,Y q je náhodná veličina.

Věta 2.13. Mějme náhodné veličiny pXnqně1 na pΩ,Aq. Pak

1. sup
ně1

Xn, inf
ně1

Xn,

2. lim sup
nÑ`8

Xn, lim inf
nÑ`8

Xn,

3. lim
nÑ`8

Xn
ozn
“X (pokud limita existuje),

jsou náhodné veličiny.

Definice 2.14. Necht’ X je náhodná veličina na pΩ,Aq Ñ pRn,Bnq. Definujeme rozděleńı
náhodné veličiny X, označ́ıme PX “ P ˝ X´1 : B Ñ R. Plat́ı, že

PXpBq “ P ˝ X´1pBq “ Pptω : Xpωq P Buq ozn
“PpX P Bq.

Definice 2.15. Mějme náhodné veličiny pXjq
`8
j“1 na pΩ,A,Pq zobrazuj́ıćı do pR,Bq. Ř́ıkáme,

že pXjq
`8
j“1 jsou (stochasticky) nezávislé, pokud

´

X´1
j pBq

¯

jě1
jsou nezávislé, tzn. @Bj P B

plat́ı, že
´

X´1
j pBjq

¯

jě1
jsou nezávislé.

Věta 2.16. Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny na pΩ,A,Pq. Pak X,Y jsou nezávislé ô
ô @f, g : RÑ R borelovsky měřitelné jsou fpXq a gpY q nezávislé náhodné veličiny.

Důsledek 2.17. Necht’ pXjq
`8
j“1 jsou nezávislé náhodné veličiny na pΩ,A,Pq a pgjq

`8
j“1 je

borelovsky měřitelná transformace. Pak pgjpXjq
loomoon

Yj

q
`8
j“1 jsou nezávislé.

Důsledek 2.18. Pokud nav́ıc p@j ě 1qpgj “ gq a necht’ Xj „ PX a pXjq
`8
j“1 jsou nezávislé

looooooooooooomooooooooooooon

i.d.
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

i.i.d.

.

Pak
`

gpXjq
˘`8

jě1
jsou nezávislé.
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2 Vsuvka do teorie mı́ry

Definice 2.19. Necht’ X “ pX1, ..., Xnq je náhodná veličina na pΩ,A,Pq s rozděleńım
PX “ P ˝ X´1. Pak definujeme distribučńı funkci náhodné veličiny X

FX :“ PX{τ1,n, kde τ1,n “ t

n
ą

i“1

p´8, xis : xi P Ru

s funkčńımi hodnotami

FXpxq “ PX
´

n
ą

i“1

p´8, xis
¯

“ PpX ď xq
ozn
“PpX1 ď x1, X2 ď x2, ..., Xn ď xnq

Pro R1 tedy FXpxq “ PX
`

p´8, xs
˘

“ P ˝X´1pp´8, xsq “ Pptω : Xpωq ď xuq
ozn
“PpX ď xq

a nazýváme ji kumulativńı distribučńı funkćı (CDF).

Věta 2.20 (Monotonne class theorem, MCT). Máme Ω P τ, τ Ă 2Ω tak, že τ je uzavřený
na konečné pr̊uniky. Pak σpτq “ C, kde C je nejmenš́ı σ-algebra, která splňuje

1. τ Ă C

2. C je uzavřený na rozd́ıly, tzn.
´

A,B P C, A Ă B
¯

ñ B ´A P C

3. C je uzavřený na limitu zdola, tzn.
´

pAjq
`8
j“1 P C, Aj Ă Aj`1, A “

`8
Ť

j“1
Aj

¯

ñ A P C

Věta 2.21. Mějme pΩ,Aq, τ Ă A tak, že je uzavřený na pr̊uniky a generuje A, tedy σpτq “ A.
Necht’ P, Q jsou dvě pravděpodobnostńı mı́ry na pΩ,Aq. Pokud P “ Q na τ , pak P “ Q na A.

Věta 2.22. Máme náhodnou veličinu X : Ω Ñ Rn na pΩ,A,Pq s rozděleńım PX. Pak FX
jednoznačně charakterizuje PX. pZnač́ıme jako X „ PX, př́ıpadně X „ FXq

Důsledek 2.23. Necht’ P je pravděpodobnostńı mı́ra na τ Ă 2Ω a τ je algebra. Pak D1 rozš́ıřeńı
P z τ na σpτq.

Věta 2.24. Bud’ X „ PX `

X „ FX
˘

. Pak

D1) FX je monotonńı v každé své proměnné.
`

x “ px1, ..., xnq
˘

D2) FX je zprava spojitá v každé své proměnné.

D3) a) lim
xjÑ`8

FXpxq “ FX´Xj px´ xjq, kde

x´ xj :“ px1, ..., xj´1, xj`1, ..., xnq @j P n̂, @x´ xj P Rn´1

b) lim
xjÑ´8

FXpxq “ 0 (limita přes libovolnou složku xj , @j P n̂)

c) lim
xjÑ`8
@jPn̂

FXpxq “ 1 (limita přes všechny složky najednou)

Důsledek 2.25. pXjq
`8
j“1 jsou nezávislé, pokud @k P N, @pBjiqki“1 P B plat́ı, že

PpXj1 P Bj1 , ..., Xjk P Bjkq “
k
ź

i“1

PpXji P Bjiq “
k
ź

i“1

PXji pBjiq “ PXp
k

ą

i“1

Bjiq

7



2 Vsuvka do teorie mı́ry

Definice 2.26. Mějme FXpxq. Pak pro @j0 P n̂ definujeme marginálńı distribučńı funkci
složky Xj0 vztahem FXj0 pxj0q “ lim

xjÑ`8
@j‰j0

FXpxq.

Věta 2.27. V definici nezávislé náhodné veličiny lze zaměnit B za libovolný systém τ Ă 2Ω,
který je uzavřený na konečné pr̊uniky a σpτq “ B.

Důsledek 2.28.

Náhodné veličiny pXjq
`8
j“1 jsou nezávislé ô p@n P Nqp@x P Rnq

´

FXpxq “
n
ś

j“1
FXj pxjq

¯

.

Věta 2.29. Mějme F : R1 Ñ R1 splňuj́ıćı vlastnosti D1) až D3). Pak F je distribučńı funkćı
nějaké jednoznačně zadané náhodné veličiny XP s rozděleńım PX ptedy FX “ Fq.

Důsledek 2.30. Teorie mı́ry: Pokud F splňuje D1 (monotonnost) a D2 (spojitost zprava),
pak D1µF generovaná funkćı F tak, že µppa, bsq “ F pbq´F paq, @a ă b. Takto m̊užeme vytvořit
Lebesgue-Stieltjesovu mı́ru µF . Pokud µppa, bsq “ b ´ a, @a ă b, potom tuto mı́ru nazveme
Lebesgueovou mı́rou (lineárńı).

Věta 2.31. Mějme X „ PX pFXq. Pak FX má nejvýše spočetně mnoho skok̊u.

Definice 2.32. Necht’ X je náhodná veličina s rozděleńım PX . X se nazývá diskrétńı
náhodná veličina, pokud je RanpXq “ tx1, x2, ..., xn, ...u nejvýše spočetná a předpokládáme,
že X´1ptx1, x2, ..., xn, ...uq “ Ω. Znač́ıme p@k P n̂,`p8q

`

pk “ PpX “ xkq
˘

. Definujeme

fXpxq “

#

pk x “ xk

0 x ‰ xk
@k P n̂,y`8

jako diskrétńı hustotu pravděpodobnosti náhodné veličiny X (frekvenčńı funkci).

Definice 2.33. X “ pX,Y q náhodná veličina s DR. Pak definujeme podmı́něnou hustotu
pravděpodobnosti X za podmı́nky Y=y předpisem

fX|Y px|yq “ fX|Y“ypxq “
fpX,Y qpx, yq

fY pyq
,

pokud y P RanpY q a fY pyq ą 0.
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3 Spojitá rozděleńı

Definice 3.1. Mı́ra λ je σ-finitńı (σ-konečná), pokud DpBjq
`8
j“1 P Bn tak, že

´`8
Ť

j“1
Bj “ Rn

¯

a p@j P Nq
`

λpBjq ă `8
˘

.

Definice 3.2. Pro mı́ry ν, λ definujeme

ν ! λ ô p@ε ą 0qpDδ ą 0qp@B P Bnq
`

λpBq ă δ ñ νpBq ă ε
˘

,

tedy pro ν konečnou je ν ! λ ekvivalentńı s p@B P Bq
`

λpBq “ 0 ñ νpBq “ 0
˘

a ř́ıkáme, že
λ dominuje ν.

Věta 3.3 (o absolutně spojitém integrálu). Mějme borelovskou funkci f ě 0, f P L 1pRn,Bn, λq
a definujeme

νpBq :“

ż

B
fdλ, kde λ je σ-konečná.

Pak ν ! λ, tedy plat́ı, že p@ε ą 0qpDδ ą 0qp@B P BnqpλpBq ă δ ñ
ş

B fdλ ă εq.

Důsledek 3.4 (spojeńı). Necht’ λ je σ-finitńı. Potom ν ! λ ñ D1f ě 0 borelovská tak, že

p@B P Bnq
`

νpBq “

ż

B
fdλ

˘

.

Lemma 3.5 (Lebesgueova dekompozice konečné mı́ry). Mějme konečné mı́ry ν, λ.
Potom Df ě 0 borelovská a DC P Bn tak, že λpCq “ 0 a νpBq “

ş

B fdλ` νpB X Cq.

Věta 3.6 (Radon-Nikodym). Necht’ ν a λ jsou dvě mı́ry na pRn,Bnq, λ je σ-finitńı a ν je
absolutně spojitá vzhledem k mı́ře λ pν ! λq.
Potom Df ě 0, f : Rn Ñ R, borelovsky měřitelná funkce tak, že p@B P Bnq

`

νpBq “
ş

B fdλ
˘

.
Nav́ıc f je jednoznačná skoro všude v λ a nazývá se Radon-Nikodymova derivace mı́ry ν
vzhledem k λ, ozn. f “ dν

dλ .

Definice 3.7. Řekneme, že náhodná veličina X „ PX máASRλ (absolutně spojité rozděleńı
vzhledem k λ), pokud PX ! λ, kde λ je σ-konečná, a pokud existuje právě jedna fX : Rn Ñ
R`0 taková, že PpX P Bq “ PXpBq “

ş

B

fXdλ @B P Bn. Funkci fX nazýváme hustotou

pravděpodobnosti (pdf/PDF) náhodné veličiny X.

Věta 3.8. Necht’ X „ PX a λ je σ-konečná. Pak

PX ! λ pX má ASRλq ô pD1fX ě 0 borelovskáqp@x P Rnq
´

FXpxq “

x1
ż

´8

...

xn
ż

´8

fXptqdt
¯

.

9



3 Spojitá rozděleńı

Věta 3.9. Mějme X „ PX s ASRλ pλ - Lebesgueq pzapisujeme X „ fXq, ozn.
X1 “ pX1, ..., Xj´1, Xj`1, ..., Xnq. Pak X1 má ASR a plat́ı, že

fX1px
1q “

`8
ż

´8

fXpxqdxj @x1 P Rn´1

Věta 3.10. Mějme X „ PX s ASR pfXq. Pak

X1, ..., Xn jsou stochasticky nezávislé ô fXpxq “
n
ź

j“1

fXj pxjq @x P Rn.

Definice 3.11. Necht’ pX,Y q je náhodná veličina s ASR pfpX,Y qq. Definujeme podmı́něnou
hustotu náhodné veličiny X za předpokladu Y “ y pro pevné y P RanpY q tak, že fY pyq ‰ 0,
vztahem

fX|Y px|yq :“
fX,Y px, yq

fY pyq
@x P R.

Věta 3.12. Mějme náhodnou veličinu X “ pX1, ..., Xnq „ fX (ASR) a necht’ g : Rn Ñ Rm je
borelovsky měřitelná funkce. Definujeme dále Y “ gpXq. Pak

fYpyq “
Bm

By1...Bym

ż

By

fXpxqdx, By :“ tx : gpxq ď yu P B.

Věta 3.13. Mějme X „ fX (ASR) a g : Rn Ñ Rn borelovskou tak, že g je na (částech) Bi

regulárńı a prostá @i P k̂. Necht’ Bi Ă Rn jsou otevřené a disjunktńı a G :“
k
ř

i“1
Bi je takové,

že
ş

G

fXdx “ 1, tedy PXpGq “ 1. Pak Y “ gpXq má ASR a plat́ı pro něj, že

fYpyq “

$

’

&

’

%

k
ř

i“1
fX

`

g´1
i pyq

˘

ˇ

ˇ

ˇ
Jg´1
i
pyq

ˇ

ˇ

ˇ
y P gpGq,

0 jinde,

kde g´1
i jsou funkce inverzńı k g na Bi pro @i P k̂.

Důsledek 3.14.

a) Mějme speciálńı př́ıpad n “ 1, X „ fX (ASR), g ryze monotonńı, Dg1 P C1, g1 ‰ 0 na Bi
@i P k̂ (disjunktńı intervaly). Pak

Y “ gpXq má ASR a fY pyq “
k
ÿ

i“1

fxpg
´1
i pyqq

1
ˇ

ˇg1ipg
´1
i pyqq

ˇ

ˇ

pderivace inverzńı funkceq

b) k “ 1: fYpyq “ fXpg
´1pyqq

ˇ

ˇJg´1pyq
ˇ

ˇ @y P gpGq

10



3 Spojitá rozděleńı

c) Mějme g : Rn Ñ R1, y1 “ gpx1, ..., xnq tak, že lze jednoznačně vyjádřit x1 pomoćı y1

a px2, ..., xnq. Označme x1 “ hpy1, x1
loomoon

“px2,...,xnq

q “ hpyq, y2 “ x2, y3 “ x3, ..., yn “ xn a

předpokládejme, že D Bh
By1
pyq spojitá a nenulová. Tı́m jsme definovali g̃ : Rn Ñ Rn (prostou):

Jg̃´1 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bh
By1

O
O In´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
Bh

By1
‰ 0.

fYpyq “ fX
`

g̃´1pyq
˘ ˇ

ˇJg̃´1pyq
ˇ

ˇ “ fX
`

hpy1, x1
loomoon

“y2,...,yn

q, y2, ..., yn
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bh

By1
py1, y2, ..., ynq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“ fX
`

hpyq, y2, ..., yn
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bh

By1
pyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ñ fY1py1q “

ż

fYpyqdy2...dyn

c2) Označme X1 “ X, X2 “ Y , pX,Y q
ASR
„ fpX,Y q. Trasformace

U “ X ` Y
V “ Y

: R2 Ñ R2

u “ x` y, u : R2 Ñ R1 ñ x “ u´ y “: hpu, yq ñ Bh
Bu “ 1

fu,vpu, vq “ fX,Y pu´ v, vq ¨ 1

fX`Y puq “ fU puq “

`8
ż

´8

fX,Y pu´ v, vqdv
id
“

`8
ż

´8

fXpu´ vqfY pvqdv “ fX ˚ fY

c3) Mějme pX,Y q „ fX,Y a označme U “ X ¨ Y

x “
u

y
“
u

v
“: hpu, vq ñ

Bh

Bu
“

1

v
, v ‰ 0

fX¨Y puq “ fU puq “

`8
ż

´8

1

|v|
fX,Y

´u

v
, v
¯

dv
id
“

`8
ż

´8

1

|v|
fX

´u

v

¯

fY pvqdv

Definice 3.15. Řekneme, že X „ Upa, bq, a ă b, má uniformńı rozděleńı na intervalu
pa, bq, pokud fXpxq “

1
b´a , x P {a, b{. (je jedno o které závorky se jedná)

Definice 3.16. Mějme X „ UpGq (uniformńı rozděleńı), kde G Ă Rn a λpGq ă `8. Pak

definujeme fXpxq :“ 1
λpGq na G. (

`8
ş

´8

fXdλ “
ş

G

1
λpGqdλ “ 1)

Definice 3.17 (Gaussovo rozděleńı). Definujeme Gaussovo rozděleńı, ozn. X „ Npµ, σ2q,
pµ P R, σ ą 0q, pomoćı vztah̊u

fXpxq “
1

?
2πσ2

e´
1

2σ2
px´µq2 , x P R, µ P R, ω2 ą 2

FXpxq “
1

?
2πσ2

x
ż

´8

e´
1

2σ2
pt´µq2dt, FXp`8q “ 1

11



3 Spojitá rozděleńı

Definice 3.18. Gaussovo rozděleńı pro σ “ 1 a µ “ 0
`

X „ Np0, 1q
˘

označujeme

ϕpxq :“
1
?

2π
e´

x2

2 ,

Φpxq :“
1
?

2π

x
ż

´8

e´
t2

2 dt.

Věta 3.19. 1. Npµ, σ2q je symetrické rozděleńı okolo µ, Np0, 1q je symetrické okolo 0

2. Φpxq “ 1´ Φp´xq, @x P R

3. fNpµ,σ2qpxq “
1
σϕ

`

x´µ
σ

˘

FNpµ,σ2qpxq “
1

?
2πσ2

x
ż

´8

e´
1

2σ2
pt´µq2dt “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t´ µ

σ
“ u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1
?

2π

x´µ
σ
ż

´8

e´
µ2

2 du “ Φ

ˆ

x´ µ

σ

˙

4. Ppa ă X ď bq “ FXpbq ´ FXpaq “ Φ
´ b´ µ

σ
loomoon

d

¯

´ Φ
´a´ µ

σ
loomoon

c

¯

“ 1?
2π

d
ş

c
e´

x2

2 dx

5. X „ Npµ, σ2q ñ aX ` b
loomoon

Y

„ Npaµ` b, a2σ2q, a ‰ 0

fY pyq “ fX
`

g´1pyq
˘ˇ

ˇJg´1pyq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g : y “ ax` b

g´1 : x “ y´b
a

Jg´1pyq “ 1
a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|a|

1
?

2π σ
e´

1
2σ2

p
y´b
a
´µq2

“

“
1

?
2π |a|σ

loomoon

σ1

e´
1

2a2σ2
py´

µ1
hkkkikkkj

paµ` bqq2
„ Npµ1, σ12q

6. X „ Npµ, σ2q ñ
X´µ
σ „ Np0, 1q

X „ Np0, 1q ñ σX ` µ „ Npµ, σ2q

7.

Ppµ´kσ ď X ď µ`kσq
kPN
“P

´

´k ď
X ´ µ

σ
loomoon

Np0,1q

ď k
¯

“ Φpkq´Φp´kq
loomoon

1´Φpkq

“ ´1`2Φpkq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0.6827 k “ 1

0.9545 k “ 2

0.9973 k “ 3

...

Věta 3.20 (Reprodukce). Mějme pXjq
n
1 „ Npµj , σ

2
j q nezávislé pidq, a “ pajq

n
j“1 ‰ 0. Pak

n
ÿ

j“1

ajXj „ N

˜

n
ÿ

j“1

ajµj ,
n
ÿ

j“1

a2
jσ

2
j

¸

12



3 Spojitá rozděleńı

Definice 3.21. Ř́ıkáme, že X má rozděleńı z exponenciálńı tř́ıdy, pokud
X „ fpxq “ hpxqcpΘqeQpΘq¨T pxq, @x P Rn, Θ P Rk, kde

1. h : Rn Ñ R`0 ,

2. cpΘq P R` je normovaćı konstanta, cpΘq “
ş

Rn
heQ¨Tdx ă `8

3. Q : Rk Ñ Rk, T : Rn Ñ Rk, k ă n

3.1 Neintegrálńı charakteristiky

Definice 3.22. Mějme X „ fX . Potom definujeme módy fX jako tx | fXpxq má v x maxu.

Definice 3.23. X má symetrické rozděleńı okolo 0, pokud X „ PX ô ´X „ PX .
X má symetrické rozděleńı okolo a, pokud X ´ a má symetrické rozděleńı okolo 0.

Definice 3.24. X „ FXp“ PX{τ1q. Definujeme α-kvantil rozděleńı FX jako
xα “ inftx : FXpxq ě αu pro @α P r0, 1s.

Definice 3.25. Necht’ X „ PXpFXq a α P p0, 1q. Potom α-kvantil xα “ inftx : FXpxq ě αu.
Definujeme následuj́ıćı výrazy:

1. x1{2 - medián (X „ fX ASR)

2. x1{4 a x3{4 - kvartily

3. px3{4 ´ x1{4q - interkvartilové rozpět́ı

4. xα 100% - percentil

Věta 3.26. Necht’ X „ FX je symetrická okolo a P R a ostře roste. Pak
xα “ 2a´ x1´α @α P p0, 1q. Speciálně pro a “ 0 tedy plat́ı, že xα “ ´x1´α. (obr. ??)

Definice 3.27. Mějme X „ FX . Pro @t P p0, 1q je definována kvantilová funkce jako

FÐX ptq :“ inftx : FXpxq ě tu,

ozn. také F´X nebo F´1
X (zobecněná inverzńı funkce).

3.2 Integrálńı charakteristiky

Definice 3.28. Mějme pΩ,A,Pq a λ σ-finitńı. Pak funkci ϕpωq :“
k
ř

j“1
ajIAj pωq, kde

@j P k̂, Aj P A, aj P R, nazýváme simple function (jednoduchá funkce). Definujeme dále

1.
ż

Ω

ϕdPλ :“
k
ÿ

j“1

ajPpAjq.

13



3 Spojitá rozděleńı

2. X ě 0 je náhodná veličina. Pak definujeme
ş

Ω

XdP “ supt
ş

Ω

ϕdP : ϕ simple, 0 ď ϕ ď Xu

rDϕn ě 0,ϕn Ñ X a
ş

Ω

XdP “ lim
nÑ`8

ş

Ω

ϕ
ndPλs

3. X je libovolná náhodná veličina. Pak definujeme
ş

Ω

XdP “
ş

Ω

X`dP ´
ş

Ω

X´dP za

předpokladu konečnosti alespoň jednoho integrálu. Označme dále

EX “

ż

Ω

XdP “

ż

Ω

XpωqdPpωq “

ż

Ω

XPpdωq

jako středńı hodnotu. (angl. expected value).

4. Pro X : Ω Ñ Rn jako náhodnou veličinu definujeme EX “ pEX1, ...,EXnq.

5. A P A definujeme
ş

A

XdP “
ş

Ω

XIAdP, speciálně pro X ” 1 pak

ż

A

1dPλ “ PλpAq “

ż

Ω

IAdPλ “ EpIAq

Definice 3.29. Označme L1 “ tX n.vel. na pΩ,A,Pq : |EX| ă `8u “ L1pΩ,A,Pq.

Věta 3.30. L1 je vektorový prostor a E je lineárńı funkcionál na L1, ”tzn.”

E
´

n
ÿ

j“1

αjXj

¯

“

n
ÿ

j“1

αjEXj .

Věta 3.31. X P L1 ô |X| P L1 a |EX| ď E|X|.

Důsledek 3.32. L1pΩ,A,Pq ñ každá omezená náhodná veličina je integrovatelná.

Věta 3.33. Mějme X,Y náhodné veličiny na pΩ,A,Pq tak, že EX, EY existuj́ı a necht’

PpX “ Y
loomoon

A

q “ 1. Pak EX “ EY .

Definice 3.34. pΩ,A,Pq. Pak N Ă Ω se nazývá nulová množina (pro P), pokud DA P A,
N Ă A a plat́ı, že PpAq “ 0. Definujme nyńı

N “ tN Ă Ω : N je nulová vzhledem k Pu.

Potom řekneme, že nějaká vlastnost V plat́ı skoro jistě na P (s.j. P), pokud DN P N tak,
že tato vlastnost V plat́ı na ΩzN.

Definice 3.35. pΩ,A,Pq. Definujeme Ā “ AYN :“ tAYN : A P A, N P N u jako zúplněńı
σ-algebry A.
Definujeme dále P̄ tak, že P̄pAYNq “ PpAq, @A P A,@N P N jako rozš́ı̌reńı P z A na Ā.
pΩ,A,Pq Ñ pΩ, Ā, P̄q:

A “ ∅ P A ñ P̄pNq “ P̄pAYNq “ P̄p∅YNq “ Pp∅q “ 0, @N P N

Věta 3.36. Mějme X,Y tak, že EX, EY existuje a necht’ X “ Y s.j. P. Pak EX “ EY .
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Definice 3.37. X “ Y s.j. P je relaćı ekvivalence X „ Y . Vezměme nyńı L1 a definujme
L1pΩ,A,Pq :“ L1{„. Pro T P L1 (T je tř́ıda ekvivalence) definujeme EpT q “ EpXq, kde
X P T . Dále definujeme na L1 normu }X}L1

:“ E|X|. pna L1 je to pseudonormaq

Definice 3.38. L1pΩ,A,Pq je lineárńı normovaný prostor s normou } }L1
. Ř́ıkáme, že

Xn
L1
Ñ X, pokud }Xn ´X}L1

Ñ 0. (L1 je Banach̊uv prostor)

Věta 3.39.

a) X ď Y s.j. ñ EX ď EY (za předpokladu existence).

b) X ě 0 s.j. P ñ EX ě 0

Věta 3.40 (MCT - Monotone Convergence Theorem). Mějme pΩ,A,Pλq, Xn ě 0 s.j. P a
Xn Õ X s.j. P. Pak EXn Ñ EX.

Věta 3.41 (LDCT - Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem). Mějme pΩ,A,Pλq,
Xn Ñ X s.j. P a |Xn| ď Y s.j. P, kde Y P L1. Pak Xn P L1, X P L1 a EXn Ñ EX.

Věta 3.42 (Beppo-Levi). Necht’ pXnq
`8
n“1 jsou náhodné veličiny na pΩ,A,Pq tak, že

`8
ř

n“1
E|Xn|
loomoon

}Xn}L1

ă `8. Pak
`8
ř

n“1
Xn ă `8 s.j. P,

`8
ÿ

n“1

Xn

loomoon

Y

P L1 a E

ˆ

`8
ř

n“1
Xn

˙

“
`8
ř

n“1
EXn.

Věta 3.43 (Markovova nerovnost). Mějme X P L1 na pΩ,A,Pq. Pak p@ε ą 0q
´

Pp|X| ě εq ď E|X|
ε

¯

.

Věta 3.44 (Jensensenova nerovnost). Mějme X P L1, Φ : R Ñ R konvexńı na intervalu I
tak, že PpX P Iq “ PXpIq “ 1. Pokud ΦpXq P L1, pak ErΦpXqs ě ΦpEXq.

Důsledek 3.45. Φptq “ t2 ñ EpX2q ě pEXq2

Definice 3.46. Mějme pΩj ,Aj ,Pjq @j P n̂. Definujme
n
Ś

j“1
Aj :“ t

n
Ś

j“1
Aj : Aj P Aju. Dále pak

definujeme
n
Â

j“1
Aj “ σp

n
Ś

j“1
Ajq a

n
Â

j“1
Pj předpisem pro jej́ı funkčńı hodnoty na generuj́ıćım

systému
n
Ś

j“1
Aj jako

n
â

j“1

Pj

´

n
ą

j“1

Aj

¯

“

n
ź

j“1

PjpAjq, @Aj P Aj

a nazýváme ji součinová mı́ra.

Věta 3.47. Součinová mı́ra existuje, je jednoznačná a je to pravděpodobnostńı mı́ra.

Věta 3.48. Mějme pXjq
n
j“1 náhodné veličiny na pΩ,A,Pq a X „ PX. Pak pXjq

n
j“1 jsou

nezávislé ô PX “
n
Â

j“1
PXj .

Věta 3.49 (Tonelli-Fubini). Mějme pΩ1,A1,P1q, pΩ2,A2,P2q a necht’ X : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R je
náhodnou veličinou na pΩ1 ˆ Ω2,A1

Â

A2q. Pak

EP1
Â

P2pXq “ EP2
“

EP1pXq
‰

za předpokladu existence EP1
Â

P2pXq.
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Věta 3.50. Necht’ X ě 0 je jednorozměrná náhodná veličina na pΩ,A,Pq. Pak

EX “

`8
ż

0

p1´ FXpxqqdx.

Věta 3.51. Necht’ X ď 0 je jednorozměrná náhodná veličina na pΩ,A,Pq. Pak

EX “ ´

0
ż

´8

FXpxqdx

Důsledek 3.52. Bud’ X libovolná náhodná veličina. Pak

EX “ EX`´EX´ “

`8
ż

0

p1´FXpxqqdx´

0
ż

´8

FXpxqdx

za předpokladu konečnosti jednoho z integrál̊u.

Věta 3.53 (VPI - Věta o přenosu integrace). Necht’ X „ PX je náhodná veličina, g : Rn Ñ R
je borelovsky měřitelná. Pak

ż

Ω

g ˝ X dP “

ż

Rn

gpxqdpP ˝ X´1
looomooon

PX

q za předpokladu existence alespoň jednoho integrálu.

Nav́ıc pokud X má ASRλ s fX pfX “
dPX

dλ q, pak

ż

Ω

g ˝ XdP “

ż

R

gpxqfXpxqdλ, pokud gpXq P L1.

V př́ıpadě, že X má diskrétńı rozděleńı, tzn. PpX “ xkq “ pk, pak

ż

Ω

g ˝ X dP “
ÿ

k

gpxkqpk “

ż

R

gpxqfXpxqdµc, kde µctxku “ 1 @k P N.

Věta 3.54. Necht’ pXjq
`8
j“1 je posloupnost nezávislých náhodných veličin na pΩ,A,Pq,

Xj P L1. Pak

E
”

n
ź

j“1

Xj

loomoon

Y“gpXq

ı

“

n
ź

j“1

EXj @n P N.

Definice 3.55.

1. L2pΩ,A,Pq “ tX náhodná veličina na pΩ,A,Pq : EpX2q
ozn
“EX2 ă `8, X2 P L2u

2.
L2pΩ,A,Pnq “ L2{„, kde X „ Y ô X “ Y s.j. P
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3. EpX ¨ Y q “ xX,Y y

4. }X}2 “
a

xX|Xy “
?

EX2

Věta 3.56 (Schwarz). Necht’ X,Y P L2. Pak X ¨Y P L1 a plat́ı, že |EpX ¨Y q| ď }X}2 ¨ }Y }2,
přičemž |EpX ¨ Y q| “ }X}2 ¨ }Y }2 ô pDα ‰ 0qpY “ αX s.j. Pq (což je ale např. u Diracovy
mı́ry pouze v jednom bodě).

Důsledek 3.57. Prostor pL2, } }2q je úplný lineárńı normovaný prostor se skalárńım součinem
(Hilbert̊uv).

Věta 3.58. L2pΩ,A,Pq Ă L1pΩ,A,Pq

Definice 3.59. Mějme X P L2. Potom definujeme rozptyl náhodné veličiny X jako

DXp“ VarXq :“ EpX ´ EXq2 “ EpX2 ´ 2X ¨ EX ` pEXq2q “ EX2 ´ pEXq2 ě 0.

Dále definujeme směrodatnou odchylku jako σpXq :“
?

DX a standardizovanou náhodnou
veličinu jako Y “ X´EX?

DX
. (EY “ 0,DY “ 1)

Věta 3.60.
X P L2 ñ DpαX ` βq “ E rpαX ` βq ´ EpαX ` βqs2 “ E rαpX ´ EXqs2 “ α2DX

Důsledek 3.61. Dpβq “ 0, X “ β s.j. P ñ DX “ E
´

02
s.j.

¯

“ 0

Definice 3.62. Necht’ X,Y P L2pΩ,A,Pq. Definujeme kovarianci jako

CovpX,Y q “ E rpX ´ EXqpY ´ EY qs “ EpX¨Y´XEY´Y EX`EX¨EY q “ EpX¨Y q´EX¨EY

Věta 3.63. Pro kovarianci plat́ı, že

1. CovpX,Xq “ DX ě 0

2. je symetrická

3. X,Y nezávislé ñ CovpX,Y q “ 0 (definujeme X,Y nekorelované)

4. obměna 3): CovpX,Y q ‰ 0 ñ X a Y nejsou nezávislé

Věta 3.64. Mějme nezávislé náhodné veličiny pXjq
n
j“1 P L2. Pak

D

˜

n
ÿ

j“1

Xj

¸

“

n
ÿ

j“1

DXj .

Věta 3.65 (Čebyševova nerovnost). Bud’ X P L2. Pak p@ε ą 0q
´

Pp|X ´ EX| ě εq ď DX
ε2

¯

.

Definice 3.66. Mějme náhodné veličiny X,Y , kde DX ą 0, DY ą 0 (nedegenerované).
Definujeme korelačńı koeficient

%pX,Y q “ %XY “
CovpX,Y q
?

DX
?

DY
.
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3 Spojitá rozděleńı

Věta 3.67. Mějme náhodné veličiny X,Y P L2, kde DX ą 0, DY ą 0 (nedegenerované).
Pak |%pX,Y q| ď 1 a plat́ı, že

% “ ˘1 ô Dβ ż 0 tak, že Y ´ EY “ βpX ´ EXq s.j. P

Definice 3.68. Mějme X “ pX1, ..., Xnq, Xj P L2. Pak definujeme kovariančńı matici
vztahem

CpXq :“ pCovpXi, Xjqq
`8

i,j“1 .

Věta 3.69. Necht’ CpXq je symetrická, PSD (pozitivně semidefinitńı) a diagpCq “ pDX1, ...,DXnq.

Pak pro Y :“
n
ř

j“1
αjXj plat́ı, že 0 ď αCαT .

Definice 3.70. Definujeme

1. RpXq “ p%pXi, Xjqq
n
i,j“1 jako korelačńı matici, kde diag

`

RpXq
˘

“ I

2. Lpě1 “ tX náhodná veličina na pΩ,A,Pq : |X|p P L1u

3. Lp “ Lp{„ kde X „ Y ô X “ Y s.j. P

4. pro náhodnou veličinu X P Lp definujeme funkci }X}p “
p
a

E|X|p

Věta 3.71 (Hölderova nerovnost). Necht’ X P Lpě1 a Y P Lqě1 tak, že 1
p `

1
q “ 1. Pak

X ¨ Y P L1 a plat́ı vztah

|EpX ¨ Y q| ď E|X ¨ Y | ď }X}p ¨ }Y }q

Důsledek 3.72. }X}p je pseudonorma na Lpě1 a norma na Lp.

Věta 3.73. Necht’ 1 ď p ď q ă `8. Pak LqpΩ,A,Pq Ă LppΩ,A,Pq. (plat́ı jen pro konečnou
mı́ru)

Definice 3.74. Definujeme µ1kpXq “ µ1k “ EpXkq za předpokladu, že EpXkq existuje, k P N,
a nazýváme ho obecný k-tý moment náhodné veličiny X. Definujeme dále
µkpXq “ µk “ E

“

pX ´ EXqk
‰

jako centrálńı k-tý moment náhodné veličinyX za předpokladu
existence pravé strany, k P N.

1. µ11 “ EX, µ1 “ 0

2. µ2 “ DX

3. µ3pUq “ µ3

´

X
σpXq

¯

“
µ3pXq
rσpXqs3

nazýváme šikmost rozděleńı náhodné veličiny X.

µ3pUq “ 0 ñ X má symetrické rozděleńı okolo EX.

4. µ4pUq “ µ4

´

X
σpXq

¯

“
µ4pXq
rσpXqs4

nazýváme špičatost rozděleńı náhodné veličiny X.

µ4pUq “ 3 pro libovolné X „ Npµ, σ2q.

5. µe :“ µ4pUq ´ 3 nazveme koeficient špičatosti.

Definice 3.75. Definujeme L8 :“ tX náhodná veličina na pΩ,A,Pq : X s.j. P omezenáu.
Definujeme dále }X}8 “ ess supX jako nejmenš́ı konstantu c, pro kterou plat́ı |X| ă c s.j. P.

Věta 3.76. Plat́ı, že L8 Ă Lpě1 a } }8 “ lim
pÑ`8

} }p.
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3 Spojitá rozděleńı

3.3 Charakteristické funkce náhodných veličin

Definice 3.77. Mějme X náhodnou veličinu na pΩ,A,Pq. Definujeme charakteristickou
funkci náhodné veličiny X ϕX : Rn Ñ C vztahem

ϕXptq :“ E
`

eit¨X˘

loomoon

Y :ΩÑC

“

ż

Ω

eitXdP
VPI
“

ż

Rn

eitxdPX

looooomooooon

FpPXq

ASR
“

ż

Rn

eitxfXpxqdλ

loooooooomoooooooon

FpfXq

λ č́ıtaćı
“

ÿ

k

eitxk fXpxkq
loomoon

pk

,

kde F je Fourierova transformace.

Věta 3.78. Mějme pΩ,A,Pq s konečnou mı́rou. Potom pro ϕX plat́ı:

1. vždy existuje,

2. je omezená, |ϕX| ď 1,

3. ϕXp0q “ 1,

4. je spojitá.

5. Necht’ dále X P Lk po složkách. Pak ϕX P Ck a plat́ı

BϕX
Btj1 ...Btjk

p0q “ ik EpXj1Xj2 ...Xjkq.

Důsledek 3.79. Plat́ı, že

pX,Y q P Lr`s ñ E pXrY sq “ p´1qr`s ir`s
BϕX
Btr1Bt

s
2

p0, 0q

X P Lr, s “ 0 ñ µ1rpXq “ E pXrq “ p´1qr ir
BϕX
Btr
p1q

p0q

Speciálně pak DX “ E
`

X2
˘

´ pEXq2 “ ´B
2ϕ

X
Bt2

p0q ´
´

´iB
ϕ

X
Bt p0q

¯2
“ ´

B2ϕX
Bt2

p0q `
´

BϕX
Bt p0q

¯2
.

Definice 3.80. Mějme náhodnou veličinu X „ PX. Pak definujeme momentovou vytvářej́ıćı
funkci (MGF) vztahem

mXptq “ E
´

etX
¯

VPI
“

ż

Rn

etxdPX

loooomoooon

L pPXq

PX!λ
“

ż

Rn

etxfXpxqdx

looooooomooooooon

L pfXq

Vlastnosti ϕX aplikovatelné i na mX:

a) Ne (existence)

b) Ne (omezenost)

c) Ano (mXp0q “ E1 “ 1)
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3 Spojitá rozděleńı

d) Ano (spojitost)

e) Ano. Necht’ X P Lk po složkách. Pak mX P Ck a plat́ı

BmX
Btj1 ...Btjk

p0q “ EpXj1Xj2 ...Xjkq.

Věta 3.81. Mějme náhodnou veličinu X : Ω Ñ R1. Necht’ mXptq existuje na nějakém okoĺı
Ht“0. Pak

ϕ
Xptq “mXpitq “ E

`

eµX
˘ˇ

ˇ

µ“it
“ E

`

eitX
˘

@t P R

Věta 3.82. Necht’ pXjq
n
j“1 jsou náhodné veličiny na pΩ,A,Pq s rozděleńım PXj . Pokud

pXjq
`8
j“1 jsou nezávislé, tak plat́ı, že

ϕřn
1 Xj

ptq “
n
ź

j“1

ϕ
Xj ptq @t P R.

Pokud existuje mXj , pak analogicky plat́ı, že mřn
1 Xj

ptq “
n
ś

j“1
mXj ptq.

Věta 3.83 (Inverzńı formule). Necht’ X : Ω Ñ R je náhodná veličina s FX . Pro pro @a, b P R,
kde a ă b jsou body spojitosti FX plat́ı, že

PX
`

pa, bs
˘

“ Ppa ă X ď bq “ FXpbq ´ FXpaq “
1

2π
lim
cÑ`8

c
ż

´c

e´iat ´ e´ibt

it
ϕ
Xptqdt.

Důsledek 3.84. Charakteristická funkce ϕ
X jednoznačně určuje PX . Pro libovolné b P R pak

plat́ı, že FX je v b spojitá zprava.

Věta 3.85. Mějme náhodnou veličinu X s ϕ
X . Necht’ ϕX P L1pR,dxq. Pak

DfXpxq “
1

2π

`8
ż

´8

e´itxϕ
Xptqdt “ F´1pϕXq. pfX je nutně spojitá a omezenáq

Lemma 3.86. Mějme X,ϕX a necht’ I P τ4,n “ t
n
Ś

j“1
paj , bjs : aj , bj P Ru. Pak

PXpIq “ PpX P Iq “ 1

p2πqn
lim
cÑ`8

c
ż

´c

n
ź

j“1

ˆ

e´iatj ´ e´ibtj

itj

˙

ϕXptqdt.

Věta 3.87. Necht’ X je náhodná veličina do Rn. Pak ϕX Ø PX.

Věta 3.88. Mějme X “ pX1, ..., Xnq náhodnou veličinu do Rn. Potom plat́ı, že

X1, ..., Xn jsou nezávislé ô ϕXptq “
n
ś

j“1

ϕ
Xj ptjq, @t P Rn.

20



4 Konvergence na prostoru náhodných veličin

Definice 4.1. Mějme pXnq
`8
n“1 na Lp, př́ıpadně LppΩ,A,Pq. Definujeme Xn

Lp
ÝÑ X, pokud

}Xn ´X} Ñ 0, }Xn ´X}
p
Lp
“ E r|Xn ´X|

ps.

Věta 4.2. Necht’ 1 ď p ď q ď `8. Pak na pΩ,A,Pq plat́ı, že

Lq Ă Lp a Xn
Lq
ÝÑ X ñ Xn

Lp
ÝÑ X.

Definice 4.3. Mějme pXnq
`8
n“1 náhodné veličiny na pΩ,A,Pq. Pak definujeme konvergenci

s.j. jako Xn
s.j. pPq
ÝÑ X, pokud Ptω : Xnpωq Ñ Xpωqu “ 1.

Věta 4.4.

Xn
s.j.
ÝÑ X ô p@ε ą 0q

ˆ

lim
kÑ`8

P
´

ď

něk

tω : |Xnpωq ´Xpωq| ě εu
¯

“ 0

˙

ô p@ε ą 0q

ˆ

lim
kÑ`8

P
´

č

něk

tω : |Xnpωq ´Xpωq| ă εu
¯

“ 1

˙

Důsledek 4.5.
Xn

s.j.
ÝÑ X ñ P

`

tω : |Xn ´X| ě εu
˘

Ñ 0 @ε ą 0

Definice 4.6. Mějme pXnq
`8
n“1. Pak definujeme konvergenci podle P, ozn. Xn

P
Ñ X, jako

p@ε ą 0q
´

P p|Xn ´X| ě εq Ñ 0
¯

ô p@ε ą 0q
´

P p|Xn ´X| ă εq Ñ 1
¯

.

Věta 4.7. Xn
s.j.
ÝÑ X ñ Xn

P
Ñ X (nelze obrátit)

Věta 4.8.

Xn
P
Ñ X ô lim

nÑ`8
E

ˆ

|Xn ´X|

1` |Xn ´X|

˙

looooooooomooooooooon

%pXn,Xq

“ 0,

kde %px, yq “ |x´y|
1`|x´y| je metrika.

Lemma 4.9. Xn
Lp
ÝÑ X ñ Xn

P
Ñ X

Věta 4.10. Xn
P
Ñ X ñ Dpnkq

`8
k“1 tak, že Xnk

s.j.
ÝÑ X.

Věta 4.11 (LDCT podle P). Necht’ Xn
P
Ñ X a p@n P Nq

´

|Xn|
s.j.
ď Y P Lpě1

¯

.

Pak X P Lp a Xn
Lp
ÝÑ X.
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4 Konvergence na prostoru náhodných veličin

Věta 4.12. Mějme pXnq`8n“1 do Rs, g : Rs Ñ R1 borelovsky měřitelnou a spojitou s.j. PX.
Potom

Xn
s.j.
ÝÑ X ñ gpXnq

s.j.
ÝÑ gpXq, tedy g ˝ Xn

s.j.
ÝÑ g ˝X

Xn
P
Ñ X ñ gpXnq

P
Ñ gpXq, tedy g ˝ Xn

P
Ñ g ˝ X.

Důsledek 4.13. Mějme Xn
P
Ñ X a Yn

P
Ñ Y , g : R2 Ñ R1 měřitelnou spojitou s.j. PpX,Y q.

Pak gpXn, Ynq
P
Ñ gpX,Y q

Důsledek 4.14.
Xn

P
Ñ X a Yn

P
Ñ Y ñ Xn ` Yn

P
Ñ X ` Y
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5 Limitńı věty - Zákony velkých č́ısel (Laws of
Large Numbers)

Domluva: Mějme náhodné veličiny pXnq
`8
n“1 na pΩ,A,Pq, označme Sn :“

n
ř

j“1
Xj , Xn :“ Sn

n ,

Xj P L1 ñ EXj
ozn
“µj , µn

ozn
“

1

n

n
ÿ

j“1

µj

Xj P L2 ñ DXj
ozn
“σ2

j , σ2
n “

1

n

n
ÿ

j“1

σ2
j

Xj P L1
iid
ñ EXj “ µj “ µ ñ µn “ µ

Xj P L2
iid
ñ DXj “ σ2

j “ σ2 ñ σ2
n “ σ2

Věta 5.1 (Čebyševova, SlZVČ). Necht’ pXjq
`8
j“1 P L2 jsou po dvou nezávislé. Pak plat́ı

sup
jPN

DXj “ sup
jPN

σ2
j ă `8 ñ Xn ´ µn

P
Ñ 0.

Důsledek 5.2. Pokud existuje lim
nÑ`8

µn
ozn
“m P R, pak Xn

P
Ñ m.

Věta 5.3 (Standardńı SlZVČ). Mějme pXjq
`8
j“1 P L2 iid. Pak Xn

P
Ñ µ “ EXj @j P N, tzn.

p@ε ą 0q
´

Pp|Xn ´ µ| ă εq Ñ 1
¯

.

Věta 5.4 (Bernoulliho SlZVČ). Mějme pXjq
`8
j“1

id
„ Appq, tedy

Xj “

#

1 s pravděpodobnost́ı p P p0, 1q

0 s pravděpodobnost́ı 1´ p “ q
, p “ PpBq pjevu Bq, EXj “ p, DXj “ pq,

pak

Xn “
Sn
n

loomoon

Relativńı četnost výskytu jevu B

P
Ñ p “ PpBq

a po dosazeńı do Čebyševovy nerovnosti:

p@ε ą 0q

˜

P
´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn
n
´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε
¯

ě 1´
pp1´ pq

nε2

¸

Věta 5.5 (Standardńı SiZVČ). Mějme pXjq
`8
j“1 iid L2. Pak Xn

s.j.
ÝÑ µ, tzn.

P
´

tω : lim
nÑ`8

Xnpωq “ µu
¯

“ 1.
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5 Limitńı věty - Zákony velkých č́ısel (Laws of Large Numbers)

Věta 5.6 (Borel. SiZVČ). Mějme nezávislé pXjq
`8
j“1 „ Appq. Pak Xn

s.j.
ÝÑ p “ PpBq.

Lemma 5.7 (Kolmogorovova nerovnost). Mějme vzájemně nezávislé pXjq
`8
j“1 P L2,

EXj “ 0. Pak

p@ε ą 0q

ˆ

P
´

max
kďn

|Sk| ě ε
¯

ď
DSn
ε2

“
ES2

n

ε2
´
pESnq

2

ε2
loomoon

“0

˙

.

Věta 5.8 (Kolmogorov 1 - SiZVČ). Mějme vzájemně nezávislé pXjq
`8
j“1 P L2. Potom plat́ı

`8
ÿ

j“1

σ2
j

j2
ă `8 ñ Xn ´ µn

s.j.
ÝÑ 0.

Věta 5.9 (Kolmogorov 2). Mějme pXjq
`8
j“1 iid L1. Pak plat́ı, že p@j P NqpXn

s.j.
ÝÑ µ “ EXjq.

Definice 5.10 (Slabá konvergence měr pravděpodobnosti). Mějme posloupnost náhodných
veličin pXnq

`8
n“1 na pΩn,An,Pnq tak, že Xn jsou zobrazeńı do Rs. Necht’ X je náhodná veličina

do Rs na pΩ̃, Ã, P̃q, tzn. Xn „ PXn a X „ P̃X . Ř́ıkáme, že PXn
w
Ñ P̃X konverguje slabě,

pokud @g P C
p0q
B (reálné, spojité, omezené) plat́ı

ż

Rs

gpxqdPXn Ñ

ż

Rs

gpxqdP̃X

A po aplikaci věty o přenosu integrace
ż

Rs

gpxqdPXn “

ż

Ωn

gpXnqdPn Ñ

ż

Ω̃

gpXqdP̃, tedy EPn
g pXnq Ñ EP̃gpXq @g P C

p0q
B

Věta 5.11. Necht’ pΩn,An,Pnq “ pΩ,A,Pq “ pΩ̃, Ã, P̃q a pXnq
`8
n“1 je posloupnost náhodných

veličin na pΩ,A,Pq. Pak

Xn
P
Ñ X ñ PXn

w
Ñ PX .

Důsledek 5.12. Xn
Lp
ÝÑ X ñ PXn

w
Ñ PX (nelze obrátit)

Věta 5.13. Implikace
w
Ñ ñ

P
Ñ plat́ı, pokud X

s.j.
“ c (tzn. PX “ δc a X má degenerované

rozděleńı).

Věta 5.14. Mějme pXnq
`8
n“1, X náhodné veličiny do R1. Pak PXn

w
Ñ PX ô FXn Ñ FX na

(libovolném) D̃ husté v R.
Pro implikaci ñ lze za D̃ zvolit D̃ “ DX “ tx P R1 : FXpx´q “ FXpxqu, tzn. DX je množina
bod̊u spojitosti FX . (bod̊u nespojitosti FX je nejvýše spočetně mnoho)

Definice 5.15. Domluva: PXn
w
Ñ PX ozn. Xn

D
Ñ X, př́ıpadně Xn

pL q
Ñ X (podle anglického

Law) a ř́ıkáme, že Xn konverguje v distribuci.

Věta 5.16 (Skorochod̊uv reprezentačńı teorém). Mějme posloupnost náhodných veličin pXnq
`8
n“1

do Rs, kde Xn
D
Ñ X. Pak existuje pΩ1,A1,P1q a pYnq

`8
n“1 posloupnost náhodných veličin na

pΩ1,A1,P1q takových, že PXn “ PYn, PX “ PY a Yn
s.j.
ÝÑ Y .
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5 Limitńı věty - Zákony velkých č́ısel (Laws of Large Numbers)

Věta 5.17. Mějme pXjq
`8
j“1 náhodných veličin X do Rs a necht’ Xn

D
Ñ X. Mějme h : Rs Ñ R

měřitelnou a spojitou s.j. PX . Pak hpXnq
D
Ñ hpXq.

Důsledek 5.18. Necht’ Xn
D
Ñ X, Yn

D
Ñ Y, h : R2 Ñ R borelovská a spojitá s.j. PpX,Y q. Pak

neplat́ı, že pXn, Ynq
D
Ñ pX,Y q. (

D
Ñ neńı konvergence po složkách, takže obecně neplat́ı, že

Xn ` Yn
D
Ñ X ` Y ).

Věta 5.19 (Slutskyho perturbačńı teorém). Mějme náhodné veličiny pXnq
`8
n“1 do Rs tak, že

Xn
D
Ñ X. Necht’ dále pYnq

`8
n“1 jsou n.v. do Rs tak, že |Xn ´ Yn|

P
Ñ 0. Pak Yn

D
Ñ X.

Lemma 5.20. Necht’ Xn
D
Ñ X a Yn

D
Ñ c. Pak pXn, Ynq

D
Ñ pX, cq.

Věta 5.21 (Slutskyho lemma). Necht’ Xn
D
Ñ X a Yn

D
Ñ c. Pak

1. Xn ` Yn
D
Ñ X ` c

2. Xn ¨ Yn
D
Ñ X ¨ c

3. Xn{Yn
D
Ñ X{c, c ‰ 0.

Věta 5.22 (Lévy continuity theorem). Plat́ı několik verźı:

1. Xn
D
Ñ X ô ϕXn Ñ ϕX v Rs

2. PXn
w
Ñ PX ô F pPXnq Ñ F pPXq

3. F´1pPXnq Ñ F´1pPXq ô ϕXn Ñ ϕX

Věta 5.23 (Hélly). Mějme R1 a označme F “ tF : F neklesá, je zprava spojitá a 0 ď F ď 1u.

FFdistr. fce Ă F .
Pak F je kompaktńı prostor funkćı vzhledem ke slabé limitě Fn Ñ F, tzn.

p@Fn P F qpDFnk P F q
´

Fnk Ñ F P F
¯

na DompFq.

Definice 5.24. Mějme posloupnost náhodných veličin pXnq
`8
n“1 do R1. Ř́ıkáme, že je asympto-

ticky normálńı, pokud Dpµnq
`8
n“1 P R, Dpσnq

`8
n“1 ą 0 tak, že

Xn ´ µn
σn

D
Ñ Z „ Np0, 1q, ozn. Xn „ ANpµn, σ

2
nq.

Věta 5.25. Mějme pXnq
`8
n“1 do R1, kde Xn „ ANpµn, σ

2
nq, µn Ñ µ a σ2

n Ñ 0. Pak Xn
P
Ñ µ.

pñ Xn
D
Ñ µq

Věta 5.26 (CLT (centrálńı limitńı teorém) Lindeberg-Lévy). Mějme pXjq
`8
j“1 iid L2.

Pak Xn „ AN
´

µ, σ
2

n

¯

, tzn.
?
n Xn´µ

σ
D
Ñ Np0, 1q.

Jiný zápis:
?
n pXn ´ µq

D
Ñ Np0, σ2q.

Věta 5.27 (CLT Moivre-Laplace). Mějme pXjq
`8
j“1 iid Appq, p P p0, 1q. Pak Xn „ AN

´

p, pp1´pqn

¯

.

Sn „ AN
`

np, npp1´ pq
˘

, tzn. Sn´np?
npp1´pq

D
Ñ Np0, 1q.
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Důsledek 5.28. Xn „ AN
´

µ, σ
2

n

¯

, tedy Xn ´ µ „ AN
´

0,
σ2

n
loomoon

Ñ0

¯

ñ Xn ´ µ
P
Ñ 0 popp1qq.

Řı́káme, že je konzistentńı pro µ. Dále

nαpXn ´ µq „ AN
´

0, n2α´1σ2
looomooon

Ñ0

¯

ñ nαpXn ´ µq
P
Ñ 0 @α ă 1

2 poppn
´αqq. Řı́káme, že je

konzistentńı řádu oppn
´αq pro µ.

Věta 5.29 (CLT Lindenberg-Feller). Mějme pXjq
`8
j“1 id L2 (nezávislé). Necht’ je splněna tzv.

Lindenbergova podmı́nka:

LPεn “
1

B2
n

n
ÿ

j“1

ż

|t´µj |ąεBn

|t´ µj |
2dPXj

nÑ`8
ÝÑ 0 @ε ą 0 pintegrujeme přes tq

Pak Xn „ AN
´

µn,
σ2
n
n

¯

, tzn. Sn „ AN
´ n
ř

j“1
µj ,

n
ř

j“1
σ2
j

¯

, tedy pXn´µnq
?
n

b

σ2
n

D
Ñ Np0, 1q.

Sn ´
řn

1 µj
b

řn
1 σ

2
j

“
Sn ´ ESn
?

DSn

D
Ñ Np0, 1q

FSn
.
“ F

N
`

řn
1 µj ,

řn
1 σ

2
j

˘

Věta 5.30 (CLTνą2 - Ljapunov). Mějme pXjq
`8
j“1 id Lνą2. Necht’ je splněna podmı́nka

LjP
ν
n “

n
ÿ

j“1

E|Xj ´ µj |
ν “ o

`

Bν
n

˘

, tzn

řn
1 E|Xj ´ µj |

ν

Bν
n

nÑ`8
ÝÑ 0.

Pak Xn „ AN
´

µn,
σ2
n
n

¯

.

Věta 5.31 (Pólya theorem). Mějme náhodné veličiny pXjq
`8
j“1, X a distribučńı funkce pFXj q

`8
j“1, FX .

Necht’ FXj Ñ FX a FX je spojitá. Pak FXj
R
Ñ FX .

Důsledek 5.32. Konvergence v CLT je stejnoměrná na R.

sup
xPR

ˇ

ˇFZn ´ FNp0,1q

ˇ

ˇ

nÑ`8
ÝÑ 0, kde Zn :“

Sn ´ ESn
?

DSn

Věta 5.33 (Berry-Essen). Necht’ pXjq
`8
j“1 iid L3. Pak

sup
xPR

ˇ

ˇFZn ´ FNp0,1q

ˇ

ˇ ď c
E|X1 ´ µ|

3

σ3

1
?
n
“ Op

1
?
n
q,

kde c je konstanta menš́ı než 1.

Věta 5.34. Mějme pXjq`8j“1 iid L2 do Rs. Označme µ “ EXj , C “ CovpXjq @j P N.
Definujeme Yj “ αpXj ´ µq @α P Rs.

EYj “ αpEXj ´ µq “ 0

DYj “ D
`

αpXj ´ µq
˘

“ DpαXjq “ αCαT ă `8
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Definice 5.35. Mějme pXq`8j“1 do Rs. Řekneme, že maj́ı s-rozměrné Gaussovo rozděleńı,
pokud

αX „ N1

`

αµ,αCαT
˘

@α P Rs,

kde označujeme µ “ EX a C “ CovpXq.

Věta 5.36 (CLT v Rs). Mějme pXjq`8j“1 iid L2 (do Rs). Pak Xn „ ANs

`

µ, 1
nC

˘

.

Věta 5.37 (Delta-metoda p∇q). Mějme pXnq`8n“1 do Rs, Xn „ ANspµn, σ
2
nCq. Necht’ dále

µn Ñ µ, σn Ñ 0 a g : Rs Ñ R1 je borelovská spojitě diferencovatelná funkce. Pak

gpXnq „ AN
`

gpµnq, σ
2
n∇gpµqC∇gpµqT

˘

.

Věta 5.38. Mějme X „ Nspµ,Cq. Pak ϕXptq “ eiµt´ 1
2

tCtT @t P Rs.

Věta 5.39. Necht’ X „ Nspµ,Cq, D je matice s¨k, 1 ď k ď s. Pak Y “ DX „ NkpDµ,DCDTq.

Věta 5.40. Necht’ X „ N1pµ,Cq. Pak Xj jsou nezávislé ô pXjq
s
1 jsou po dvou nekorelované.

Důsledek 5.41. pXjq
s
1 id Npµj , σ

2
j q ô X „ Nspµ,C “ diagpσ2

j q
s
1q

Věta 5.42. Mějme X „ Nspµ,Cq a necht’ C je regulárńı (tzn. C je PD). Pak DA regulárńı
(s ¨ s) tak, že X “ AZ` µ, kde Z „ Nsp0, Iq a AAT “ C. (pZjq

s
1 iid Np0, 1q)

Věta 5.43. Mějme X „ Nspµ,Cq. Pak hustota pravděpodobnosti X existuje ô C je regulárńı.

fXpxq “
1

p
?

2πqn
a

|C|
e´

1
2
px´µqTC´1px´µq
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